
 

09-01066 

ＣＩＰ法を用いた電磁界解析技術の確立と大規模問題への応用 

代表研究者 安 藤 芳 晃 電気通信大学 電気通信学部 准教授 

1 まえがき 

本研究の目的は、新しい電磁界解析手法として注目されている CIP(Constrained Interpolation Profile)

法を、アンテナやマイクロ波・ミリ波帯平面波回路を解析できるユニバーサルな解析手法に完成させること

である。最も汎用的な数値電磁界シミュレーションは、離散化した空間格子上の電磁界をマクスウェルの方

程式に従って計算する手法であり、従来は有限差分時間領域(Finite-Difference Time-Domain; FDTD)法など

が広く使われている。しかし、解析対象の空間的スケール・構造の微細性・要求される精度が異なる混合問

題解析を行うには、更に簡易・省計算資源・高速・高精度な手法が求められており、その解決の一つとして

CIP 法が注目されている。 

2 CIP 法における全電磁場／散乱場(TF/SF)境界の開発 

2-1 TF/SF 境界 
CIP 法を電磁界解析固有の諸問題に対応させる個別技術の一つとして、任意の入射場を与えるための全電

磁場／散乱場(Total-Field/Scattered-Field; TF/SF)境界の開発を行った。TF/SF 境界は、解析領域内に架

空の境界(TF/SF 境界)を設け、境界の外は散乱場(Scattered-Field; SF)のみを計算、領域の中で全電磁場

(Total-Field; TF)を計算、境界における入射場を考慮することでMaxwellの方程式を満足させる手法である。

これまで１次元CIP法におけるTF/SF境界を開発し終えていたが[1]、本研究計画期間内に多次元手法を開発、

その性能の検証を行った。多次元の場合は、1次元の単なる拡張とは異なる。CIP 法を多次元の Maxwell の方

程式に適用する際に、方向分離スキームを導入することになるが、その各方向への移流における入射場を求

める必要がある。そこで、本研究では各時間ステップの解析的に得られる入射場を CIP 法で直接計算して、

各移流相における入射場を求めることを試みる。 

また開発した TF/SF 境界を用いて散乱問題を設定し、散乱体に平面波を入射させることで開発した TF/SF

境界の適用性について検討する。 

2-2 定式化 
ここでは 2 次元の TMz 波における定式化を試みる。TEz 波および 3 次元問題については容易に拡張ができ

る。本研究では M型 CIP 法[2]を用いて定式化を行う。また、電磁界は文献[3]で用いたように以下のような

規格化した量で表記する。 

 yyxxzz HhHhEe 000     ,    , μμε ===  

Maxwell の方程式の線形性より、全電磁場( ytxtzt hhe ,,, ,, )は入射波( yxz hhe ˆ ,ˆ,ˆ )と散乱場( ysxszs hhe ,,, ,, )に分

けることができる。M型 CIP 法では直接 Maxwell の方程式に適用することはできないので、2方向に方向分離

する。方向分離された式は移流方程式に直すことができ、その際に移流する場は 
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となる。ここで、 α∂ はα方向の偏微分作用素である。時間および空間の差分化をΔt, Δx, Δy とすると、時刻 nΔt

および空間( iΔx, j Δy)にある場の成分を ),,(),( ,
,

, tnyjxifjif xt
n

xt ΔΔΔ≡ ±±
と表記する。 

計算領域は全電磁場を計算する TF 領域( 21 iii ≤≤ かつ 21 jjj ≤≤ )と、散乱場のみを計算する SF 領域に

分割する。メモリには TF 領域に関しては全電磁場、SF 領域に関しては散乱場のみを保存する。TF および SF
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領域のいずれも更新式は通常の CIP 法と同じであり、x 方向の移流相においては 
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となる。係数
+++
xmxmxm CBA ,, については文献[1]の通りである。TF 領域と SF 領域の境界ではこの更新式の一

部が TF、他が SF となるので、TF のみ、または SF のみの更新式となるよう修正が必要である。 1ii = におけ

る TF/SF 境界では、入射場を用いて以下のように TF に対する更新式に変更する。 
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他の境界についても同様に、入射場を考慮して TF または SF の更新式に修正すればよい。 

続いて y 方向の移流相の計算となるが、このときの入射波は既に x 方向の移流をした場を用いる必要があ

る。x 方向の移流をした zê は以下で求められる。 
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ここで、 ),(ˆ ,* jif x
±

は x 方向に移流した場であり、次式で計算できる。 
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結局、y 方向の移流に対する入射場は次式で計算できる。 
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他の場(
,*,* ˆ,ˆ ±±

yyg η )についても同様の計算を行うことで得られる。ここで計算された入射場を用いて y 方向の

移流についても TF/SF 境界を計算すればよい。 

2-3 数値計算結果 
（１）提案した TF/SF 境界の性能評価 

提案した TF/SF 境界の数値計算による性能評価を行う。性能評価に適した指標としては、散乱体が存在し

ないときの散乱場(SF)を計測することである。理論的には散乱体が存在しなければ散乱波は発生せず、SF 領

域には場は観測されない。しかし TF/SF 境界の場の不連続が存在すると、SF 領域において非零の場が観測さ

れる。ここではその SF を「リーク」と定義し、このリークを TF/SF 境界の性能評価の指標として用いる。 

図 1は TF/SF 境界の性能評価のための数値テストの形状である。計算領域は真空とし、100Δx×100Δy のグ

リッドから構成されている。TF 領域はその中央に 64Δx×64Δy を用意した(即ち、 1811 == ji および

8222 == ji である)。図中の破線が TF/SF 境界を表している。入射平面波を図の矢印の方向(x 軸とθの角度

をなす方向)に伝搬させる。平面波として 
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を選んだ。ここで、c0は真空中の光速、 0k̂ は伝搬方向の単位ベクトルであり、 yxk ˆsinˆcosˆ
0 θθ += 、rは

位置ベクトルであり yxr ˆˆ yjxi Δ+Δ= 、s は波頭を TF/SF に差し

掛からないようにするオフセットである。図 1 の A～E の点はリ

ークを観測するための観測点であり、(i, j) = (17, 50), (17, 83), (50, 
83), (83, 83), (83, 50)の位置としている。 

図 2 は数値計算結果であり、計算領域全体の各時刻における ez

の強度をグレイスケールで表示したものである。ここでも、参考

のための TF/SF 領域を破線で示している。計算に用いたパラメタ

はΔx = Δy = Δ = 2.998/200π ≒ 4.77×10−3、Δt = 7.958×10−12、クー

ラン数ξ = 0.5、θ = π / 4、s = 40Δ、 cs rk •−Δ+= 0
ˆ2324σ 、

yxr ˆ50ˆ50 yxc Δ+Δ= である。図から見て分かる通り、本研究で

提案した TF/SF 境界によって、TF 領域中に入射平面波が生成され

て伝搬している様子が分かる。また、この色調では SF 領域にリー

クは認められない。 

リークをより詳細に検討するために、A～E の観測点における観測された散乱電界の時間波形について、θ = 
0, π/4, π/2 のときの結果を図 3に示す。全ての場合においてごく微小なリークが観測されており、その振幅は

入射波の 0.2 %以下であることが分かる。特に、平面波が計算グリッド中の座標軸に沿って伝搬する際は、

リークはほぼ無視できる大きさと言ってよい。図 3(b)は比較的大きなリークが観測されており、これは伝搬

方向がグリッドに対し斜めとなっているときである。θ = 0 および π/2 のときの結果では、最も大きなリー

クは入射波が TF 領域中を最も長い距離伝搬したところに相当する点で観測されている。 

これらの数値計算結果から、本研究で提案している TF/SF 境界は十分な精度で良好に動作していると結論

できる。 

     (a) t = 255 Δt         (b) t = 345 Δt              (c) t = 450 Δt 
図 2. 電界強度 
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       (a) θ = 0           (b) θ = π/4          (c) θ = π/2 
図 3. 入射角度を変えたときの観測点におけるリークの時間波形 
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（２） 散乱問題への適用 
開発した TF/SF 境界を用いて、散乱問題の解法へ適用する。ここでは図 4に示すように完全導体で構成さ

れた四角柱からの散乱を計算する。辺の長さ s を k0s = 2 と設定する。ここで k0は真空中の波数である。TMz

偏波の平面波を x 軸からθの角度で入射させる。P から S のラベルを付した点線は散乱場を観測するための線

であり、散乱体から k0d = 0.7 離れた位置にある。TF/SF 境界は散乱体から k0h = 0.6 離れた位置に設置し、図

では破線で示している。通常の規範問題では円柱導体などが利用されるが、この数値計算では四角導体柱を

設定している。これは、正方グリッドにおいて円柱導体を設置する場合、階段近似などの誤差が入るためで

ある。ここでは参照解として従来からよく用いられている FDTD 法の解との比較を行う。 

図 4は入射角度θ = 0 のときの散乱場
s
ze の振幅を、図 3中の破線に沿ってプロットしたものである。散乱

体の一辺は 40 セルで離散化し、解析領域は吸収境界の影響を取り除くために大きく取って Nx = Ny = 1200 と

した。図 5は同じ条件のときの、点 Pを基準としたときの位相をプロットしている。振幅、位相ともに FDTD

法の結果とよく一致しており、CIP 法で散乱問題が解けていることが分かる。 

2-4 結論 
ここでは、M型 CIP 法に用いる TF/SF 境界を提案した。TF/SF 境界は入射波を加算・減算することで、境界

上での移流方程式を満足させるようにすることで実現できる。多次元 CIP 法では 2つ以上の移流相で計算さ

れるが、2 番目以降の移流相においては入射波そのものも CIP 法から計算することで、入射波を計算するこ

とができる。提案した TF/SF 境界を、散乱体のない状態で動作させたところ、TF/SF 境界での場の不連続か

ら起こるリークは極めて小さく、ここで提案した TF/SF 境界が高精度で動作していることが分かった。また、

四角導体注に対する散乱問題にも適用し、従来法である FDTD 法と同等の結果を得た。 

3 一次元 CIP-BS 法の開発と各種差分スキームの検討 

3-1 はじめに 
従来、流体力学分野における多相問題を解く手法として開発された CIP 法であるが、これまで電磁界問題

にいくつか適用されてきた[1,3,4]。また、近年になり基底関数の観点から見直した CIP Basis-Set (CIP-BS)

法が開発された[5]。CIP 法を Maxwell 方程式に応用する場合には、方向分離を行う必要があり、基礎とする

方程式系を変更しているという難点があったが、CIP-BS 法では変更なく直接適用が可能である。そこで、本

研究では、CIP-BS 法を電磁界問題に適用することを考える。 

3-2 CIP 基底関数 

CIP-BS 法では、グリッド点 xiで K 階微分値まで( Kkf k
i ,,1,0,)( L= )を保存することで、解くべき場 f(x)
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と展開するものである。K 階微分値まで用いる場合、CIP-BSK法と呼ぶ。各基底関数 )()( xk
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  図 4. 散乱問題の形状      図 5. 近傍場の振幅            図 6. 近傍場の位相 
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と 1+≤≤ ii xxx の範囲における 2 つの区分的な 2K+1 次多項式で表され、次式の条件を満たすように多項式

は決定される。 
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CIP-BS0法の場合、基底関数は通常の区分的線形関数となる。また、CIP-BS1法の場合、 
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となる。これは従来の移流方程式を解く手法であった CIP 法の補間関数と等価である。 

同様に、 2≥K  の際の CIP-BSK法でも )()( xk
iφ が定義されるが、K の値が異なれば、それぞれ )()( xk

iφ の k

が同じでも異なる関数となる。 

（２）蛙跳び差分と 
ここでは x 方向に変化する 1次元の Maxwell の方程式 
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について、基底関数 CIP 法で解く。 

3-3 CIP-BS 法での Maxwell の方程式の解法と数値計算例 

数値計算例として、CIP-BS1法を用いて 1 次元伝搬問題( yz HE , 偏波)を取り扱う。また時間積分について

は、簡単な有限差分を用いる。このとき、時間スキームはいくつかの自由度がある。また、FDTD 法などで用

いられる Staggered grid も利用し、時間および空間のいくつかの組み合わせについて定式化、精度を検証す

る。 

設定する問題として、完全導体で両端を囲まれた閉領域での初期値問題を取り扱う。この場合には解析的

に求めることができ、厳密解との比較が可能である。Rx = 0.1 m の領域( xRx ≤≤0 )を 50 セルで分割し

( 002.0=Δx  m)、初期値として、t = 0 において、電界は極めて細いガウシアン分布: 
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とし、磁界は 0)( =xH y と設定する。ここで、 2,3 0 xRxx =Δ=σ とした。 02.01 =x  m の地点に観測点
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を設け、時間応答波形を記録した。時間差分Δt は、Courant 条件より決まる上限 tcに対し、 ctt 4.0=Δ 、即

ち Courant 数ξ = 0.4 とした。 

また、数値解法の参照解として FDTD 法の結果を用いている。ただし、FDTD 法ではセルサイズを 1/2 とし、

001.0=Δx  m とした結果を用いている。これは、CIP-BS1法の場合には各グリッドで場の値とその空間微分

値を保存する必要があり、FDTD 法でセルサイズを 1/2 としたときと使用メモリが同じとなるためである。 

（１） 蛙跳び差分、スタッガード・グリッド 

電界を時間差分Δt に対して整数倍の時刻 tnt Δ= におき、磁界を半奇数倍の時刻 ( ) tnt Δ+= 21 におく(蛙

跳び差分)。また、磁界の基底関数のサポートは電界に対して半セルずらした位置に配置する(Staggered 

grid)。このとき、電磁界の基底関数展開は 
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となる。ガラーキン法を適用したときの連立一次方程式は 
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となる。ここで、
)(kE は展開係数 )()( iE k

を並べたベクトルであり、
)(kH も同様である。また、 klF は、そ

の(i, j)成分が
)(k

iφ と
)(l

jφ の内積
)()( | l

j
k

i φφ となるような行列であり、 klF ′ はその(i, j)成分が
)()( l

j
k

i dx
d φφ

となるような行列である。いずれも、i, j のインデックスが離れている場合は内積は 0となるため、疎行列で

あり、この連立方程式を解くのに大きな計算量は必要とされない。最終的には、この連立方程式を交互に解

いて電磁界を更新してゆく。 

（２） 蛙跳び差分、非スタッガード・グリッド 
CIP-BS1 法は微分可能な基底関数を用いているため、Non-staggered grid を利用することも可能である。

このとき、磁界の基底関数は電界と同じセル配置となり、 
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となる。以降の定式化については、前節の方法と

変わらない。 

蛙 跳び 差分 を用 い、 基底 関数 の配 置を

Staggered-grid と し た 場 合 (w S) と 、

Non-staggered-grid とした場合(w/o S)の結果を

計算結果を図 7に示す。この図より、蛙跳び差分

を用いた CIP-BS1法が 1 次元伝搬問題を解いてい

ることが分かる。また、Staggered grid を用いた

場合と用いない場合で結果に違いはないことが分

かる。この図においては、セルサイズを 1/2 にし

た FDTD 法と精度は同等であり、これは多次元へと

拡張したときには、CIP-BS 法の方がメモリ効率が
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図 7. 蛙跳び差分を用いたときの観測波形 
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高いことが分かる。 

（３） 完全陰解法、非スタッガード・グリッド 
CIP-BS 法では、他の時間スキームを用いることが可能である。ここでは、完全陰解法を Non-staggered grid

において解く。このとき、電磁界の時間配置は同じとなり、 
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で与えられる。これを時間差分した Maxwell の方程式: 
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に代入して連立方程式を立てることになる。実際には、展開係数 )(),( ),(),( iHiE nknk
を同時に解く必要がある

ため、行列のサイズは 4倍となる。 

完全陰的スキームの CIP-BS 法の結果を図 8 に示す。同様に、蛙跳び差分の結果、FDTD 法の結果と厳密解

も示している。完全陰解法の結果は大きく数値拡散していることが観察できる。これは、今回の初期値とし

て高周波まで含む極めて細いガウシアン分布を入れたためであり、波長に対してセルサイズが粗い成分を含

んでいるためである。 

完全陰解法の精度は時間ステップΔt にも依存する。そこで、Courant 数ξを小さくとると精度が改善する。

図 9に、ξ = 0.4, 0.04, 0.005 としたときの結果を示す。Δt を小さくすることで計算結果が厳密解に近づいてい

ることが分かる。今回用いたパラメタではξ = 0.005 という極めて小さい時間ステップとしないと妥当な精度

は得られなかったが、セルサイズを波長に対して小さくしたときは Courant 数が大きくても精度の劣化は見

られないものと予想される。 

 

（４） Crank=Nicolson 法、非スタッガード・グリッド 
完全陰解法の精度劣化を改善するため、陰的スキームでありながらΔt の 4 次の精度をもつ

Crank-Nicolson(C-N)法を CIP-BS 法に適用する。 

基底関数展開は完全陰解法と同一であり、時間差分した Maxwell 方程式は次式となる。 
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   図 8. 陰解法を用いたときの観測波形    図 9. 陰解法で Courant 数ξを変更したとき 
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以降の定式化は完全陰解法の場合と同じであり、行列のサイズも同じであるが、0 でない要素は C-N 法の方

が多い。 

C-N スキームの CIP-BS 法の結果を図 10 に示す。ここから、C-N 法を用いることで十分な精度が得られてい

ることが分かる。 

（５） 誤差の比較 
セルサイズを変えたときの厳密解との誤差を図 11 に示す。横軸にセルサイズΔx、縦軸は観測点における

時間波形と厳密解との二乗誤差を対数で示している。結果は CIP-BS1法の蛙跳び差分(CIP-BS1 L-F)、C-N 法

(CIP-BS1 C-N)を示しており、参考のため、蛙跳び差分の CIP-BS0と FDTD 法の結果も示している。ここから、

CIP-BS1においては蛙跳び差分で陽解法を用いた方が最も精度が良いことが分かる。C-N 法は今回 CIP-BS0よ

りも精度が落ちているが、C-N 法は無条件安定であることから、波長に対して十分細かいセルサイズの解析

の際には威力を発揮するものと思われる。 

3-4 まとめ 
CIP-BS 法を 1次元電磁界問題に適した形で定式化し、時間、空間のスキームをいくつか組み合わせて、精

度の検証を行った。CIP-BS1法では、セルの空間配置が自由に選べること、時間スキームも自由に選べること

ができ、問題に応じて適切なものを利用できる、極めて柔軟性の高い手法であることが分かった。今回、1

次微係数までを用いる CIP-BS1 法のみの検討となったが、セルを細かくする(h-refinement)だけでなく、よ

り高次とする(p-refinement)ことで精度向上が見込めるものと思われる。 

4 多次元 CIP-BS 法の開発 

4-1 はじめに 
本研究では、新しい電磁界解析の手法として多次元のCIP基底関数を導入し、多次元CIP-BS法を開発する。

ここでは時間差分スキームとして蛙跳び差分を用い、矩形金属キャビティでの共振モードを用いて厳密解と

の誤差を検証する。また、CIP-BS 法による電流源の実装方法を示した。さらに、1方向伝搬に基づく吸収境

界条件の導入についても述べ、その吸収特性を調べた。 

4-2 多次元 CIP 基底関数 
ここでは 2 次元についての定式化を述べる。3 次元以上については単純な拡張で適用可能である。2 次元

CIP-BS 法では、既に定義した基底関数系{ }L,2,1,1,0|)()( == ikxk
iφ の組み合わせで構成が可能である。 
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        図 10. C-N 法を用いたときの観測波形        図 11. セルサイズを変えたときの相対誤差 
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これらはそれぞれグリッド点の場の値、x, y 方向の微係数に対応する基底関数である。この基底関数系を用

いて任意の関数 ),( yxf は 
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と展開することができる。ここで、
l
jif , は展開係数である。 

4-3 数値計算例：矩形金属キャビティの解析 
1 次元の場合と同様に、電磁場を 2 次元 CIP 基底関数で展開し、ガラーキン法を適用することで、展開係

数を求める連立一次方程式を導出できる。ここでのその適用例として、解析領域を正方領域とし、その解析

領域端を完全導体とする矩形金属キャビティを計算した。解析領域は λλ 22 ×=× yx RR 、セルサイズは

y

y

x

x
N
R

N
R yx =Δ=Δ , 、時間ステップ

0c
xt Δ=Δ ξ
、クーラン数は =ξ 0.2～0.4 と変化させた。この矩形金属キャ

ビティを TE202共振モードで励振した。計算値 ),(num jiE と厳密解 ),(exact jiE との相対誤差として、 
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を定義した。比較のために FDTD 法についても計算を行ったが、CIP-BS 法は FDTD 法の約 3倍の未知数を用い

て場を更新する。そこで、同じメモリでの比較となるよう、FDTD 法の計算ではセルサイズを細かくし、CIP-BS

法と同程度の未知数となるようにして計算を行っている。 

図 12 はクーラン数ξを変えたときの、誤差の未知数依存性である。ξ = 0.4 では未知数を同程度としたとき

は FDTD 法の方が高精度となっている。しかし、ξ = 0.3 では未知数 4000 以下で、ξ = 0.2 では表示した全ての

未知数で CIP-BS 法の方が高精度であることが分かる。以上より、CIP-BS 法は時間ステップに依存する数値

解法であり、特に未知数が少ないときはその性能が精度の点で発揮しやすいことがわかる。これは、通常は

なるべく未知数を少なく取りたいという点から、CIP-BS 法が有効な手法であるということが言える。 

 

        

 
 

    (a) ξ = 0.4           (b) ξ = 0.3         (b) ξ = 0.2 
 

図 12. クーラン数ξを変えたときの誤差の未知数依存性 
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4-4 電流源の実装 
ここでは、キャビティ内に電流源が存在する場合を数値シミュレーションする。CIP-BS 法で電流源を実装

するには、単純にガラーキン法の適用において、電流源と試験関数の内積をとればよい。ここでは電流源で

励振したキャビティ内の電磁界を CIP-BS 法と FDTD 法を用いて計算し、観測点での場から位相誤差について

評価を行った。用いた電流源は線波源であり 
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で与えられる。ここで、T は TE202モードの共振周波

数における周期、σ = T / 5 である。 

共振器内の離散化を変え、Nx = Ny = 20～80 までと

したときの観測点における 19 周期目の最大振幅を

計測した時間を図 13 に示す。数値計算結果より、セ

ル数を増加させると両手法とも最大振幅を観測する時刻が一定値に漸近してゆく様子が分かる。離散化を細

かくすることにより数値分散が小さくなり、真値に近くなってゆくためである。また、CIP-BS 法では FDTD

法に比べ、位相は粗い離散化でも真値からは離れておらず、位相誤差が少ないことが分かる。 

4-4 一方向伝搬型の吸収境界条件 
CIP-BS 法では隣接する基底関数との内積は直交していないため、解析領域端では吸収境界条件を考慮する

必要がある。ここでは一方向伝搬型の吸収境界条件について検討する。時刻 t = n Δt における場は基底関数

展開によって与えられる。解析領域端で、場が速度 c0 で外側に伝搬しているとき、Δt 後の(0, jΔy)のグリッ

ドの場は ),( 0 yjtc ΔΔ と等しい。そこでこの条件を解析領域端に課すことで吸収境界条件が実装できる。 

提案した吸収境界条件の特性を数値計算により評価する。図 14 のように、電流源から吸収境界を経由して

伝搬した振幅を各観測点で計測し、その観測点までと同じ距離、かつ同じグリッドの伝搬角度を持つ点を参

照点として計測して、その比から反射係数を導出する。多数の観測点を同時観測することで、反射係数の角

度特性が導出できる。図 15 は提案した吸収境界条件の角度特性である。参考のため、FDTD 法における Mur

の吸収境界の特性(“FDTD”)もプロットしている。この図より、提案した手法は Mur の吸収境界程度の特性を

有していることが確認できる。 

 

 

  
図 13. 基準周期を得る時刻のセルサイズ依存性

      
 

 図 14. 反射係数の計測する領域の構造         図 15. 反射係数の入射角依存性 
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5 むすび 

CIP 法を汎用数値電磁界解析手法へと完成させるための各種個別技術の開発について報告した。開発した

TF/SF 境界で任意入射波を伝搬させることに成功し、散乱問題への適用を報告した。また、基底関数 CIP 法

を各種スキームに適用し、その動作について数値計算により性能評価を行った。多次元基底関数 CIP 法へと

拡張し、矩形キャビティの TE202共振モードの解析、電流源の実装、吸収境界条件の開発を行った。 
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