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概要

超離散力学系に基づく最大周期列は，系列長の増大と共に，その総数が指数関数的に増大するという，優れた
特性を有する．多様な相関特性を有する系列ファミリーとして，離散化 β-変換に基づく最大周期列がある．この
離散化 β-変換に基づく最大周期列ファミリーから，任意に指定された相関特性を有する最大周期列を実現する方
法を与える．さらに，得られた最大周期列の分布を均等分布に変換 (符号化)する方法も与える．応用例として，
スペクトル拡散多元接続 (SSMA)通信システムを考え，本研究で得られた方法論により，ビット誤り生起確率に
関して最適な二値マルコフ連鎖拡散符号を実現する．このとき，超離散化による誤差項を含む，自己相関特性の
評価式も提案する．生成された最適二値マルコフ連鎖拡散符号を用いた SSMA通信の数値伝送実験によって，通
信の誤り生起確率を調査し，数値実験結果と確率論が与える理論値とが一致することを確認する．同時に，任意
の長さの擬似乱数生成法も提案する．

1 緒言

擬似乱数が使用される分野は，情報通信系，暗号系，計算機科学，経済学 (数理ファイナンス)，地球科学 (地
球シミュレーション)，気象学，ゲノム・サイエンスと枚挙に暇がない．学術分野のみならず，高機能携帯 (スマ
ホ)通信，金融と情報技術 (IT)を融合させたフィンテック (電子決済，クラウド会計)，多元センサーのランダム
制御 (自動給水装置及び自動給水システム) を証左として，「擬似乱数は我々の社会生活に必要不可欠なインフラ
技術の一つである」と言っても過言ではない．
要求される性能は，次ビット予測可能性，高次均等分布性，相関特性と，使用する目的に応じて種々挙げられ

る．本研究では広い分野に要求される相関特性および均等分布性に注目する．暗号や計算機科学では時間 tに関
して t = 0で 1，それ以外で 0を取るようなデルタ関数的な規格化自己相関関数が要求される．一方，情報通信
や数理ファイナンスでは，短期に指数関数的に減少する自己相関特性や長周期に振動する自己相関特性が必要と
される．さらに，暗号だけでなく通信システムにおいても均等分布を有するビット列が用いられる．その様な自
己相関特性と均等分布を有し，しかも互いに無相関な擬似乱数が大量に必要である．斯様な要求に答えること，
すなわち，任意に指定された自己相関特性と均等分布を有する互いに無相関な擬似乱数を大量に実現することが
本研究の目的である．実用の一例として，スペクトル拡散多元接続 (SSMA)通信システムを考え，実際の携帯通
信システムに使用可能な最適スペクトル拡散符号を開発する．
最適スペクトル拡散符号の開発に関しては，確率解析の立場から，ビット誤り生起確率に関して最適な拡散符

号の設計に既に成功した [1]．非線形力学系・確率解析に基づくこの結果は連続的なものであり，モンテカルロ
シミュレーションでその存在は保証されているものの，最適符号を実現するためにはある種の離散化が必要とな
る．エルゴード理論が保証する無限列の統計的性質は，コンピュータで実現不可能な実数論に基づいており，具
体的な最大周期列 (有限列，ブロック)を構成しているわけではない．一般に，対応の定義域だけでなく値域も離
散化することを超離散という．最適符号の実現において，離散力学系から如何にして超離散力学系を定義するか
が問題となった．[2]において，エルゴード理論とグラフ理論の手法を融合することにより，de Bruijn 系列を含
む非線形フィードバックシフトレジスタ (NLFSR) 最大周期列を与える超離散力学系を定義した．[3] では，最適
拡散符号を生成する区分的線形マルコフ変換を含む，区分的単調増加 (PMI)マルコフ変換を考え，それらが離
散化された変換に基づく最大周期列を全て生成するような，有界単調真理値表アルゴリズムを与えた．
PMIマルコフ変換は，多様な相関特性を有する，β-変換族を含む．まず初めに，エルゴード理論の手法を用い

て，β-変換族から，任意に指定された相関特性を有する確率変数列を生成する方法を与える．
超離散力学系に基づく最大周期列の典型例として，de Bruijn系列が挙げられる．de Bruijn 系列の自己相関関

数は，系列長 2nに対して時間 t = 0の前後それぞれ長さ n− 1 の間，値が零となる零相関範囲 (ZCZ) を有する
ことが知られている．本研究では，離散化 β変換に基づく最大周期列の時間 t = 0の前後の自己相関特性を陽に
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求め，確率論に基づく連続的な特性と比較し，超離散化による誤差を評価する．その結果を用いて，離散化 β-変
換に基づく最適二値マルコフ連鎖拡散符号の，自己相関特性を陽に求める．
超離散化される前の元の変換を基本変換という．基本変換として二進展開写像を有する de Bruijn 系列は均等

分布であるが，一般に PMI マルコフ変換を基本変換とする超離散力学系に基づく最大周期列は均等分布でない．
得られた最大周期列を均等分布に変換 (符号化) することが重要な課題であるが，元の記号列の相関特性が不変
となければならないという制約条件が符号化の開発を困難にしている．実際，うまく符号化しないと，基本変換
の実数値解軌道の相関特性が現れてしまい，せっかく実現させた所望の最大周期列の相関特性が失われてしまう．
この問題を解決するために，実数値解軌道を解析するエルゴード理論と記号列 (ブロック)を解析する記号力学系
の両方を用いて，符号化開発を行い，均等分布を有する最適二値拡散符号 (最大周期列)を実現する．
生成された最適二値マルコフ連鎖拡散符号を用いた SSMA通信の数値模擬実験を行い，通信の誤り生起確率

を調査する．得られた数値実験結果と，確率論が与える理論値との比較を行い，本研究で提案する「指定された
相関特性と分布を有する大量な擬似乱数」が，実際の SSMA通信システムにおいて，最適拡散符号として応用
できることを確認する．

2 有限タイプのシフト

集合 Σは有限アルファベットであるとする．全 Σシフトは

ΣZ = {x = (xi)i∈Z : ∀i ∈ Z, xi ∈ Σ}

で表される．これには，Σ上の離散位相から生ずる直積位相が付与される．
シフト変換 σ : ΣZ → ΣZ は

σ((xi)i∈Z) = (xi+1)i∈Z.

で定義される．全 ΣZ シフトの閉シフト不変部分集合はサブシフトと呼ばれる．サブシフト X に対して，X 上
のシフト変換を σX で表す．これは，Σ上の σの，X への制限である．簡単のため，σX よりむしろ σ : X → X

と書くことにする．
元 u = u1u2 · · ·un ∈ Σn を長さ n (n ≥ 1)の Σ上のブロックと呼ぶ．これを単に nブロックとも言う．空ブ

ロックを表すのに ϵを用いる．サブシフトX に対して，X に属する点 (両側無限列)に現れる nブロック全体の
集合を Ln(X)で表す．このとき，X の言語は集合 L(X) =

∪∞
n=0 Ln(X)である．ここで，L0(X) = {ϵ}．

(有向)グラフ G = (V,A)は頂点の有限集合 V と辺の有限集合 Aから成る．各辺 e ∈ Aは，初期状態と呼ば
れ，i(e) ∈ V で表される頂点を出発し，終状態と呼ばれ，t(e) ∈ V で表される頂点に到達する．

定義 1 G = (V,A) はグラフであるとする．頂点 u, v ∈ V に対して，au,v は，初期状態 u と終状態 v を有す
る Gの辺の数を表すとする．このとき，Gの隣接行列は A = (au,v)u,v∈V で定義される．隣接行列 Aが Gか
ら構成されるのを A = A(G)または A = AG で表す．逆に，k × k 非負整数行列 B = (bi,j)

k−1
i,j=0 は，頂点集合

{0, 1, · · · , k− 1}と，初期状態 iから終状態 jへの bi,j 個の相異なる辺を有するグラフH を決定する．グラフH

がBから構成されるのをH = G(B)またはH = GB で表す．A = A(GA)となること，およびGとH = G(AG)

がグラフ同型であることは注目に値する．

与えられた非負整数行列 Aに対して，GA = (V,A)と置く．

XA = {(xn)
∞
−∞ ∈ AZ : ∀n ∈ Z, t(xn) = i(xn+1)}.

とする．このとき，σ : XA → XA は，行列 Aによって決定される両側位相的マルコフ連鎖と呼ばれる．位相的
マルコフ連鎖はまた有限タイプのシフト (SFT)とも呼ばれる．SFTとは禁止語の有限集合によって表現するこ
とができるようなサブシフトである．与えられた禁止語の有限集合 F に対して，SFTを表すのにXF を用いる．

2 超離散力学系に基づく最大周期列

まず，離散化マルコフ変換の定義を述べる [2]．集合 E の濃度 (有限の場合には要素数)を表すのに |E|を用
いる．
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定義 2 T : [0, 1) → [0, 1)とする．P は点 0 = a0 < a1 < · · · < a|P| = 1で与えられる区間 [0, 1)の分割であると
する．i = 1, · · · , |P|に対して，Ii = (ai−1, ai)とし，T の Ii への制限を T |Ii で表す．T |Ii が，Ii から，P の区
間の閉包のある連結和集合の内部の上への同相写像であるとき，T はマルコフであると言われる．このとき，分
割 P = {Ii}|P|

i=1 は T に関するマルコフ分割と呼ばれる．

既約かつ非周期的マルコフ変換 T に対して，T に関するマルコフ分割Pが定まる．このとき，各部分区間 I ∈ P
を一つの辺 e(I)に対応させると，辺集合 Aを得る．Aに同伴して，頂点集合 V が

V = { i(e), t(e) : e ∈ A}.

で与えられる．P の元の各順序対 (I, J) に対して，t(e(I)) = i(e(J))が成り立つのは，丁度 J ⊂ T |I(I)のとき
である．斯くして，マルコフ変換を表現するグラフ G = (V,A) を得る．一般に，得られたグラフはオイラーグ
ラフではない．
H = (V,B) は，最大辺数を有する G の全域オイラー部分グラフであるとする．既約かつ非周期的マルコフ変

換を考えているので，頂点集合 V はG から H への変形に対して不変である．上で述べた，P とAの間の一対
一対応の下で，Bに対応する部分分割Qを得る．このとき，離散化マルコフ変換 T̂ は，全ての I ∈ Qに対して，
T̂ (I) ⊂ T |I(I) を満たす置換 T̂ : Q → Q によって定義される．
離散化マルコフ変換に基づく最大周期列は，丁度H 上のオイラー回路であり，その長さは |B|で与えられる．

T に関するマルコフ分割 P が与えられるとき，|Q|!個の離散化マルコフ変換を得る．任意の置換は互いに素な巡
回置換の積で (順序を除いて)一意に表されることは良く知られている．この事実に鑑み，離散化マルコフ変換
T̂ : Q → Q が基本変換 T : [0, 1) → [0, 1)を近似すると見做されるのは，丁度一つの巡回置換として表現される
ときに限る．この場合，離散化マルコフ変換 T̂ それ自身は最大周期列 wとして見ることができる．さらに，最
大周期列 wに対して，両側無限列 w∞ = · · ·www · · · を考えれば，巡回置換 T̂ は BZ上のシフトと見做すことが
できる．
離散化マルコフ変換に基づく最大周期列は L|B|(XAH ) に属するブロックに他ならないことが観察される．こ

れは離散化マルコフ変換 T̂ : Q → Q が単に基本変換 T : [0, 1) → [0, 1)の近似の一段階に過ぎないことを示唆す
る．より精密な近似を定義するために，記号力学系から高次辺グラフという概念を導入する [4]．

定義 3 Gはグラフであるとする．n ≥ 2に対して，Gの n次高次辺グラフG[n]は頂点集合 Ln−1(XAG
)を持ち，

また，e2e3 · · · en−1 = f1f2 · · · fn−2 のとき (但し n = 2の場合は t(e1) = i(f1)のとき) には常に e1e2 · · · en−1か
ら f1f2 · · · fn−1へ丁度一つの辺を含むが，それ以外のときには何も無いような，辺集合を持つと定義される．辺
は e1e2e3 · · · en−1fn−1 = e1f1f2 · · · fn−1 と名付けられる．n = 1に対して，G[1] = Gと置く．

グラフGはマルコフ変換を表すとする．このとき，Gの高次辺グラフの列 (G[n])∞n=1を得る．各 n ≥ 1に対し
て，Hn = (Ln−1(XAG

),Bn)は最大辺数を有する G[n] の全域オイラー部分グラフを表すとする．各々は，離散
化マルコフ変換 T̂n を導く．最大周期列の長さは |Bn|で与えられることに注意しておく．

ここまで，離散化される変換として，一般の既約かつ非周期的マルコフ変換 T を考えてきた．以下，離散化
される変換 T に対して，次の単調性を要求する：
[0, 1] のある分割 0 = x0 < x1 < · · · < xk = 1 が存在して，各整数 i = 1, · · · , k に対して，T の区間 [xi−1, xi)

への制限は単調増加関数である．
既約かつ非周期的マルコフ変換 T がこの条件を満たすとき，T を区分的単調増加 (PMI)マルコフ変換と呼ぶ．

以下，離散化される変換は，その様な単調性を有するとしよう．ここで，区分的単調増加マルコフ変換は実用的
に十分広いクラスのマルコフ変換を含むことを強調しておく．実際，PMIマルコフ変換は，本研究で考える黄金
平均変換や β変換だけでなく，Bernoulli 変換，Kalmanのマルコフ変換 [5]，および [6] で定義された k(≥ 2)-方
有尾シフト (k-way tailed shift)変換を含む．
PMIマルコフ変換に対しては，離散化された変換に基づく最大周期列を全て生成するような，有界単調真理値

表アルゴリズムを与えた [3]．

3 β-変換に基づく指定された相関特性を有するマルコフ連鎖の実現

非同期スペクトル拡散多元接続 (SSMA)通信システムのおけるビット誤り生起確率に関して，最適M (≥ 2)

相マルコフ連鎖拡散符号が設計された [7]．最適拡散符号を生成するマルコフ連鎖は，その確率行列の第二固有
値が −2 +

√
3を有することでM に無関係に特徴付けられる．簡単のため，以下M = 2の場合を考える．
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M = 2のとき，最適二値マルコフ連鎖拡散符号系列は

E[Zn] = 0 and E[Z0Zℓ] =
(
−2 +

√
3
)ℓ

, ℓ ≥ 0.

を有する {1,−1}に値を取る定常マルコフ連鎖系列 (Zn)
∞
n=0 として特徴付けられる．ここで，確率変数 Z に対

して，E[Z]は Z の期待値を表す．
系列に対する相関関数は，二つの系列の間の類似性または関係性の測度であり，数学的に次の様に定義される．

定義 4 {−1, 1}上の系列X = (Xi)
N−1
i=0 と Y = (Yi)

N−1
i=0 に対する，遅れ時間 ℓの正規化相互相関関数は

rN (ℓ;X,Y ) =
1

N

N−1∑
i=0

XiYi+ℓ ( mod N)

で定義される．ここで，ℓ = 0, 1, · · · , N − 1である．整数 aと b (≥ 1)に対して，a (mod b)は法 bに関する aの
最小剰余を表す．X = Y のとき rN (ℓ;X,X) を正規化自己相関関数と呼び，単に rN (ℓ;X)で表す．

所望の rN (ℓ;X) =
(
−2 +

√
3
)ℓ
を有する系列X を構成するために [8]で定義された Perron数を導入する．

定義 5 数 λが Perron数であるのは，次を満たすときである．i) λは正の代数的整数である．および ii) λ以外
の全ての代数的共役 µに対して，λ > |µ|が成り立つ．Perron数全体の集合を Pで表す．

行列 Aは非負整数行列であるとする．ある整数 nに対して，An > 0ならば，Aは原始的であると言われる．
ここで，行列 B に対して，B > 0は B が正行列であることを表す．Aが原始的であるのは，Aが既約かつ非周
期的であることと同等である．原始的行列 Aに対して，Aの Perron-Frobenius固有値を λAで表す．斯くして，
Perron数は次の定理により特徴付けられる．

定理 1 (Lind [8]) λ ∈ Pはある原始的 Aに対して λ = λA のときまたそのときに限る．

所望の相関関数はパラメータを一個 (すなわち −2 +
√
3)しか持たないので，次数 2を有する λ ∈ Pを考えれ

ば十分である．一般に，パラメータ数mに対して，次数m+ 1を考えればよい．次数 2を有する λの，Q上最
小多項式は

f(t) = t2 − c1t− c2

で定義される．ここで，c1, c2 ∈ Z．多項式 f(t)のコンパニオン行列は

B =

(
0 c2

1 c1

)
で与えられる．コンパニオン行列 Bの特性多項式と最小多項式は f(t)に等しいことに注意する．マルコフ β 変
換に行列 B を同伴するために，0 < c2 ≤ c1 とする．このとき，コンパニオン行列 B に同伴するマルコフ β 変
換の (c1 + 1)× (c1 + 1)隣接行列 Aは

A =

c1+1︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1 1 · · · 1



 c1
...

. . .
...

...
. . .

...

1 · · · 1 1 · · · 1

1 · · · 1 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
c2

で与えられる．
実数値を二値に符号化する写像 Ψ : [0, 1) → {1,−1} を

Ψ(x) =

{
1 x < c1

β のとき,

−1 それ以外,
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で定義する．n = 1, 2, · · · に対して，変換 T の n回反復 Tn(x)は，T 0(x) = x および Tn(x) = Tn−1(T (x)) に
より帰納的に定義される. このとき，Zn = Ψ(Tn(x))と置くことにより，区間 [0, 1)に属するほとんど全ての x

に対して，{1,−1}に値を取るマルコフ連鎖系列 (Zn)
∞
n=0 が生成される．斯くして，

E[Z0Zℓ] =

(
λ+ λ

λ− λ

)2

− 4λλ

(λ− λ)2

(
λ

λ

)ℓ

, ℓ ≥ 0

を得る．ここで，λは λの代数的共役である．
条件 0 < c2 ≤ c1 の下，方程式

−2 +
√
3 =

λ

λ
=

c1 −
√
c21 + 4c2

c1 +
√
c21 + 4c2

(1)

の整数解 (c1, c2)は c1 = c2 = 2として一意に与えられる．
結局，傾き β = 1 +

√
3を有するマルコフ β 変換 T を得る．β = 1 +

√
3 = λは t2 − 2t− 2 = 0の正の解であ

る．図 1に T のグラフを示す．

0 11 2

1

β β

1
β

2
β

0 1 2

図 1: 傾き β = 1 +
√
3を有するマルコフ β 変換.

このとき，相関特性は

E[Z0Zℓ] =
1

3
+

2

3

(
−2 +

√
3
)ℓ

(ℓ ≥ 0)

となる．斯くして，相関特性 E[Z0Zℓ]が定数と指数関数
(
−2 +

√
3
)ℓ
の線形和として表されるような，{1,−1}

に値を取るマルコフ連鎖系列 (Zn)
∞
n=0 をうまく得た．しかしながら，連鎖の定常分布は

(p1, p2) =
1

(λ− λ)
(−λ, λ) =

1

2
√
3

(
−1 +

√
3, 1 +

√
3
)

で与えられ，一様分布でないため，

E[Zn] =
λ+ λ

λ− λ
=

1√
3
̸= 0

となり，所望の零でない．
次に，得られた最適二値マルコフ連鎖拡散符号の相関特性の指数関数部

(
−2 +

√
3
)ℓ
を変更すること無く，ス

ライディング · ブロック符号を用いて，系列の分布 (p1, p2)を一様分布に変換する．

4 離散化 β 変換に基づく所望の相関特性と均等分布を有するマルコフ連鎖の実現

基数 β = 1 +
√
3を用いるとき，区間 [0, 1)に属する実数 xの β 進展開は SFT XF ⊂ ΣZの右側無限列として

与えられる．ここで Σ = {0, 1, 2}および F = {22}である．実数 x ∈ [0, 1)の β 進展開から得られる右側無限列
は，図 1に示した β 変換 T の，初期値を xとする，実数値解軌道の記号力学的表現である．SFT XF のグラフ
表現 Gは図 2 で与えられる．同時に，Gは T の表現でもある．
初期グラフを G = G[2] として，Gの高次辺グラフの列 (G[n])∞n=2 を得る．各 n ≥ 2に対して，Hn は最大辺

数を有する G[n] の全域オイラー部分グラフを表すとする．各オイラー部分グラフ Hn のオイラー回路が，傾き
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図 2: X{22} のグラフ表現 G.

β = 1+
√
3を有する β変換 T の超離散化に基づく最大周期列である．図 2において，Gはオイラーグラフであ

ることがわかる．この場合，G = G[2] = H2 を得る．しかしながら，n (≥ 3)に対して，G[n] はオイラーグラフ
であるとは限らない．実際，H3 は G[3] の真部分グラフである．これをH3 $ G[3] で表す．任意の n (≥ 3)に対
して，Hn $ G[n] となるのが確認される．
図 2のオイラー部分グラフH2 において，例えば，最大周期列 001021120を得る．
最大周期列の長さ |Bn|は |Bn| = βn + β

n
(n ≥ 2) で与えられる [9]．ここで，β = 1 −

√
3は β の代数的共役

である．

以下，傾き β = 1 +
√
3を有する β 変換の超離散化に基づき，最適二値マルコフ連鎖拡散符号を構成する．

集合 L(XF ) \ {ϵ} 上の全順序関係 ≤ を次で定義する：L(XF ) に属する任意の u = u1 · · ·um (m ≥ 1) と
v = v1 · · · vn (n ≥ 1)に対して，u ≤ vは

u1

β
+

u2

β2
+ · · ·+ um

βm
≤ v1

β
+

v2
β2

+ · · ·+ vn
βn

のときまたそのときに限る．
簡単のため，最大周期列の長さ |Bn|を表すのに Lを用いる．Lブロック v = v1v2 · · · vL ∈ {0, 1, 2}Lに対して，

ブロック符号 Φ : {0, 1, 2}L → {1,−1}を

Φ(v) =


1 , v ≤ 02 のとき,

−1 , 02 < v ≤ 2 のとき,

1 , 2 < v のとき

で定義する．
Lブロック全体の集合 {0, 1, 2}L 上のシフト変換を S で表す．即ち，v = v1v2 · · · vL ∈ {0, 1, 2}L に対して，

S(v1, v2, · · · , vL−1, vL) = (v2, v3, · · · , vL, v1).

斯くして，周期 Lの周期列に対して，

ϕ(v∞) = (Φ(v)Φ(Sv)Φ(S2v) · · ·Φ(SL−1v))∞,

で定義されるスライディング · ブロック符号 ϕを得る．ここで，ブロック uに対して，u∞ = · · ·uuu · · · である．
系列X は，β = 1 +

√
3を有する離散化マルコフ β 変換に基づく，長さ L = |Bn|の，Σ = {0, 1, 2}上の最大

周期列であるとする．スライディング · ブロック符号 ϕを用いて，最適二値マルコフ連鎖拡散符号系列 Y が

Y = Φ(X)Φ(SX)Φ(S2X) · · ·Φ(SL−1X)

により実現される．
長さ |Bn|の最適二値マルコフ連鎖拡散符号の例を示す．

例 1 n = 3のとき，L = 20であり，

00010020110121021112
ϕ|ΣL−−−→ 11101011001010010001

を得る．ここで，表記を簡単にするため，右辺の 0は −1を表す．
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[10]の結果を最適二値マルコフ連鎖拡散符号に適用して，次の評価を得る．

定理 2 0 ≤ ℓ ≤ n− 1に対して，

r|Bn|(ℓ;Y ) = (−2 +
√
3)ℓ +

{(
β

β

)ℓ

−
(

β

β

)ℓ
}

·

(
β

β

)n

1 +

(
β

β

)n

を得る．

これは r|Bn|(ℓ;Y ) = E[Z0Zℓ] +O
((

β
β

)n)
を示唆する．ここで，Oはランダウの記号である．

5 実験結果

最大周期列の長さ |Bn|，Hnにおける {0, 1, 2}上の最大周期列の総数 νn，および実現された最適二値マルコフ
連鎖拡散符号の総数 ν̃n をそれぞれ表 1に示す．

表 1: 系列長 |Bn|，最大周期列数 νn，および最適拡散符号数 ν̃n.

n 系列長 最大周期列数 最適拡散符号数

2 8 12 6

3 20 1728 945

n = 4のとき，最大周期列の長さは |Bn| = 56となる．この場合に，離散化 β 変換に基づいて実現された最適
二値マルコフ連鎖拡散符号を用いた非同期 SSMA通信システムのおけるビット誤り生起確率の，ユーザ数依存
性を図 3に示す．現在，実用化されている Gold符号の系列長は 32である．n = 4のとき，長さ |Bn| = 56の最
適二値マルコフ連鎖拡散符号に対して，開始点をランダムに選び，そこから長さ 32で系列を打ち切ることによ
り，長さ 32の系列が得られる．この様にして，長さ 56の最適二値マルコフ連鎖拡散符号から長さ 32の系列を
抽出した場合の結果を図 4に示す．各々の図において，曲線は [11]で与えられた中心極限定理 (CLT)に基づく
理論評価式を，点×は数値実験結果を表す．いずれにおいても両者は良く一致していることが確認される．同様
にして，任意の長さの擬似乱数を得ることができる．

experimental results

theoretical estimations

number of users

6 8 10 12 147 9 11 13 15
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10
-1

10
-2

10
-3

図 3: 系列長 56のとき，ビット誤り生起確率のユーザ数依存性.

6 一般の場合について

これまで，最適二値マルコフ連鎖拡散符号を実現するため，

E[Zn] = 0 and E[Z0Zℓ] = ρℓ, ℓ ≥ 0
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図 4: 系列長 32のとき，ビット誤り生起確率のユーザ数依存性.

において，ρ = −2 +
√
3の場合を考えた．ρが一般の場合には (1)と同様に，

ρ =
λ

λ
=

c1 −
√
c21 + 4c2

c1 +
√
c21 + 4c2

の整数解 (c1, c2)を求めることにより，傾き β が得られる．
簡単のため c1 + 1 = kとおく．離散化 β 変換により，{0, 1, · · · , k − 1}上の最大周期列を得る．残るはブロッ

ク符号 Φ の定義だけである．
貪欲算法による実数 x ∈ [0, 1]の β 進展開を dβ(x)で表す．|Bn| = Lとおく．Lブロック v = v1v2 · · · vL ∈

{0, 1, · · · , k − 1}L に対して，ブロック符号 Φ : {0, 1, · · · , k − 1}L → {1,−1}を次のように定義すればよい．
i) 1

2 + β

β−β
≤ c2

β−β

(
1
β + 1

β2

)
のとき

Φ(v) =


1 , v ≤ dβ(ξ) のとき,

−1 , dβ(ξ) < v ≤ c1 のとき,

1 , c1 < v のとき.

ここで ξ = β−β

2
(

1
β+ 1

β2

)．
ii) 1

2 + β

β−β
> c2

β−β

(
1
β + 1

β2

)
のとき

Φ(v) =


1 , v ≤　 c2 + dβ(η) のとき,

−1 , c2 + dβ(η) < v ≤ c1 のとき,

1 , c1 < v のとき.

ここで η = 1
2 + β − c2

(
1
β + 1

β2

)
．

7 結言

離散化 β-変換に基づく最大周期列ファミリーから，任意に指定された相関特性を有する最大周期列を実現する
方法を与えた．さらに，得られた最大周期列の分布を均等分布に変換 (符号化)する方法も与えた．応用例とし
て，スペクトル拡散多元接続 (SSMA)通信システムを考え，本研究で得られた方法論により，ビット誤り生起確
率に関して最適な二値マルコフ連鎖拡散符号を実現した．このとき，所望の最適符号は，離散化 β-変換に基づく
最大周期列を用いて生成される．得られた最大周期列が均等分布を有することは容易に確認された．指定された
相関特性と，生成された最大周期列が有する相関特性との誤差評価は重要な課題である．そのために，離散化 β-

変換に基づく最適二値マルコフ連鎖拡散符号の，時間 t = 0前後の自己相関特性を陽に求めた．得られた理論結
果を用いて，最大周期列の相関特性と，確率論に基づく連続的な特性とを比較し，超離散化による誤差を評価し
た．誤差は実用上無視できることを確認した．生成された最適二値マルコフ連鎖拡散符号を用いた SSMA通信の
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数値模擬実験を行い，通信の誤り生起確率を調査した．得られた数値実験結果と，確率論が与える理論値との比
較を行い，両者が良く一致することを確認した．数値実験において，任意の長さの擬似乱数生成法も提案した．
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