




次に信号 {cj [t]}t∈Z2 に対して，ポリフェーズ分解 (1)を拡張して重複を許した冗長ポリフェーズ分解

ˆ̃cm,j(ξ) :=
∑
t∈Z2

cj [2t+ sm]e−iξ·t, m = 0, 1, . . . , N (3)

を定める．ここで，等式 (2)のポリフェーズ表現を方位成分N = 12の場合で考えると，格子の周期性によっ

て冗長項が生じることに注意しよう．この場合，関数列 {ˆ̃cm,j}Nm=0 は独立な成分とはならないが，しかし

m ̸= 0の各成分は約 (15 (d− 1))
◦
, d ∈ D に対応する一様な N = 12方位の情報を含んでいるといえる．

格子上に定義された信号 {cj [t]}t∈Z2 に対する離散ウェーブレット変換は，ポリフェーズ分解 (1)で得たポ

リフェーズ成分 {ĉm,j}3m=0 に対して，リフティングスキームを適用することによって実装することができる

[18]．この場合の方位選択性はN = 3である．本研究では，冗長ポリフェーズ分解 (3)によって得た (N +1)

個のポリフェーズ成分 {ˆ̃cm,j}Nm=0 の冗長性をリフティングスキームでも考慮することにより，方位選択性を

最大 N = 12まで拡張した重複変換を実現する．具体的には，冗長ポリフェーズ分解 (3)で得た (N + 1)個

のポリフェーズ成分に対してリフティングスキームを拡張しながら適用する．そのためにまずリフティング

に用いられるたたみ込み作用素である，予測作用素（リフティング作用素）{Pk}k∈D と更新作用素（双対リ

フティング作用素）{Uk}k∈D を以下で定義する：

(Pk a) [t] :=
∑
v∈Z2

pk[v] a[t− v],

(Uk a) [t] :=
∑
v∈Z2

uk[v] a[t− v].

ここで，数列 {pk[v] ∈ R | k ∈ D, v ∈ Z2}は予測フィルタ，{uk[v] ∈ R | k ∈ D, v ∈ Z2}は更新フィルタ
とよばれる．次に，以下のステップからなるリフティングスキームによって変換を構成する．

1. 信号 cj [t]を各フェーズ成分に分解する：

c0,j [t] := cj [2t],

ck,j [t] := cj [2t+ sk], k ∈ D.

2. 予測作用素 {Pk}k∈D により信号の偶数成分と詳細成分の相関を予測し，N 個の詳細成分

{dk,j−1[t]}k∈D を計算する：

dk,j−1[t] = ck,j [t]− (Pk c0,j) [t], k ∈ D.

3. 更新作用素 {Uk}k∈D により近似成分 cj−1[t]を計算する：

cj−1[t] = c0,j [t] +
∑
k∈D

(Uk dk,j−1) [t].

4. ノルムの正規化のために，{cj−1[t], dk,j−1[t]}k∈D に対して定数K によりスケーリングを行う：

cj−1[t] = K cj−1[t],

dk,j−1[t] = K−1 dk,j−1[t].

以上のステップは任意の分解レベル J ≥ 1回（ ステップ 2.と 3.は n回）繰り返すことができる．これらの

ステップを実行することで，平均成分 cj−J [t] と D 個の方位情報を含む詳細成分 {dk,j−J [t] | k ∈ D, L <

j < J}を得る．
信号の再構成には次のステップを用いる．

1. 再スケーリングを行う：

cj−1[t] = K−1 cj−1[t],

dk,j−1[t] = K dk,j−1[t].
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Algorithm 1 Forward lifting

Input: cj [t]: signal, L: resolution level, J : decomposition level.

Require: L ≥ J, J ≥ 1

1: for j ← L to L− J + 1 do

2: c
(0)
j−1[t]← cj [2t]

3: d
(0)
k,j−1[t]← cj [2t+ sk], k ∈ D

4: for i← 1 to n do

5: d
(i)
k,j−1[t]← d

(i−1)
k,j−1[t]−

∑
u∈Z2

p
(i)
k [u] c

(i−1)
j−1 [t− u], k ∈ D

6: c
(i)
j−1[t]← c

(i−1)
j−1 [t] +

∑
k∈D

∑
u∈Z2

u
(i)
k [u] d

(i)
k,j−1[t− u]

7: end for

8: cj−1[t]← K c
(n)
j−1 [t]

9: dk,j−1[t]← 1/K d
(n)
k,j−1 [t], k ∈ D

10: end for

図 1 提案手法の周波数特性.

2. 偶数成分 c0,j [t]を再構成する：

c0,j [t] = cj−1[t]−
∑
k∈D

(Uk dk,j−1) [t].

3. 奇数成分 {cki,j [t]}i=1,2,3 を再構成する：

cki,j [t] = dki,j−1[t] + (Pki c0,j) [t], ki ∈ Di,

D1 : = {4ℓ+ 1 | 0 ≤ ℓ < N/4},
D2 : = {4ℓ+ 3 | 0 ≤ ℓ < N/4},
D3 : = {2ℓ+ 2 | 0 ≤ ℓ < N/2}.

4. c0,j [t]と cki,j [t], i = 1, 2, 3を合成して，cj [t]を再構成する．

冗長性と周期性により，ステップ 3.における ki の取り方は信号の再構成に影響を与えないことに注意し

よう．リフティングスキームを用いた変換を，通常の離散ウェーブレット変換として実装する際の手順をそ

れぞれ Algorithm 1と Algorithm 2に示す．この実装方法を通常のフィルタ処理による変換と解釈した場合

の周波数特性の一例を図 1に示す．各方位ベクトル {sm}Nm=0 に対応する指向特性を有するフィルタを，意

図通りに設計できていることが図から確認できる．

従来の方位選択性 N = 3の冗長ウェーブレット変換である定常ウェーブレット変換の冗長性は 3J + 1で

ある．これに対して，本手法は方位選択性を N = 12まで拡張しながら冗長性を (N × J + 1)/4に制限して

いる．このため，計算量と方位分解能の意味で効率的な変換になっている．一方で N = 6とすれば，冗長性

をさらに低減させながら約 (30 (d− 1))
◦
, d ∈ D の一様な 6方位の詳細成分を得ることができる．したがっ

て，本手法は冗長性と方向分解能のトレードオフを考慮しながら，選択的に方位性を定められる利点がある

といえる．
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図 5 圧縮結果（左：従来法，右：提案法）

図 6 圧縮結果（左：従来法，右：提案法）
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