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剰余サンプリングからの高効率・高精度な信号復元技術の開発

代表研究者 早川 諒 東京農工大学大学院工学研究院 准教授

1 はじめに 

連続時間信号を離散時間信号に変換するサンプリングは，デジタル音楽の録音•再生，デジタル写真・ビデ

オの撮影に使われるなど，現代の信号処理において重要な役割を果たしている．サンプリングを行う ADC

（Analog to Digital Converters：アナログデジタル変換器）には，主な性能の指標としてサンプリング周

期と観測できる振幅の範囲の 2つがあり，入力信号のサンプリング結果はこの 2つに影響を受ける．具体的

には，入力信号の最大周波数がサンプリング周期から導かれるサンプリング周波数の半分を超えると，復元

の際に折りたたみ歪みが発生するため信号を正確に復元できない．また，信号の振幅が観測できる範囲を超

えると信号はクリッピングされるため，元の信号を正確に復元できなくなる．サンプリング周期を短くした

り，観測できる振幅の範囲を大きくしたりするためにはより大きな電力が必要になるため，そのような観点

からはよりサンプリング周期が長く，観測できる振幅の範囲が小さい ADC が望ましい．観測できる振幅の範

囲が小さい ADC におけるクリッピングを防ぐために，剰余サンプリングという手法が提案されている［1］．

剰余サンプリングでは，ADC での測定の前に剰余演算子を用いて折りたたみ演算を行い，その結果得られる

剰余信号の振幅が [−𝜆, 𝜆] 内に収まるようにする (𝜆 > 0) ．その後， [−𝜆, 𝜆] の範囲を測定できる ADC で剰

余信号をサンプリングする．

剰余サンプリングによって得られた結果からもとの信号を復元するために，様々な手法が提案されている．

そのためのハードウェアに関する研究［2］では，剰余信号と共に振幅が折りたたまれた回数を記録するリセ

ットカウントマップを保存するアプローチが採用されているが，この手法では複雑な電子回路と追加の電力

やメモリが必要となる．また，リセットカウントマップを用いずに剰余信号を復元する方法として，信号の

高次差分を用いるアルゴリズムが研究されている［1］．しかし，このアルゴリズムではサンプリング周期を

短くする必要があり，推定結果はノイズの影響を受けやすい．最近では，よりノイズに頑健な手法として，

𝐵2𝑅2（Beyond Bandwidth Residual Reconstruction）と呼ばれる，剰余信号の高周波帯域に着目したノイズ

に頑健な復元アルゴリズムが提案されている［3］．また，剰余信号の差分の信号がスパース性を持つことを

利用して 𝐵2𝑅2 を改良した LASSO－𝐵2𝑅2（Least Absolute Shrinkage and Selection Operator−𝐵2𝑅2）も

提案されている［4］． 

本研究では，信号の離散性や事前情報を用いた剰余信号の復元アルゴリズムを提案する．具体的には，元

信号と剰余信号の差が観測できる最大の振幅の偶数倍になるという信号の離散性と，信号の始点と終点で折

りたたみが起きていないという事前情報を用いた制約を考える．離散値信号を推定するための最適化問題と

して提案されている SSR（Sum of Sparse Regularizers）最適化［5］に制約条件を加えた最適化問題である

制約付き SSR 最適化を提案し，提案した最適化問題に対して，ADMM（Alternating Direction Method of 

Multiplier：交互方向乗数法）［6］に基づくアルゴリズムを導出する．計算機シミュレーションによって，

提案手法における NMSE（Normalized Mean Square Error：正規化平均二乗誤差）が特定の条件下で従来手法 

より向上することを示す． 

本稿では，実数全体の集合を ℝ ，複素数全体の集合を ℂ と書く．ベクトル 𝒙 = [𝑥1 ⋯ 𝑥𝑁 ]⊤ ∈ ℝ𝑁 に対し

て，‖𝒙‖𝑝 = √∑𝑛=1
𝑁  |𝑥𝑛|𝑝𝑝

 は ℓ𝑝 ノルムを表し (𝑝 > 0), ‖𝒙‖∞ = max1≤𝑘≤𝑁  |𝑥𝑘| は ℓ∞ ノルムを表す．また，

行列 𝑨 ∈ ℝ𝑀×𝑁 に対して， ‖𝑨‖2 = 𝜎max(𝑨) は行列の ℓ2 ノルムを表す．ただし，𝜎max(𝑨) は 𝑨 の最大

特異値を表す． 𝟏 はすべての成分が 𝟏 であるベクトルとし， 𝑰𝑁 は 𝑁 × 𝑁 の単位行列であるとする．ま

た， prox𝜙(⋅) は，関数 𝜙: ℝ𝑁 → ℝ ∪ {+∞} の近接写像であり，

prox𝜙(𝒖):= arg min
𝒗∈ℝ𝑁

{1
2 ‖𝒖 − 𝒗‖2

2 + 𝜙(𝒗)} (1)

と定義する． 
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2 剰余サンプリング 

2-1 サンプリング
サンプリングは，連続時間信号を離散時間信号に変換する操作を指す．連続信号 𝑓(𝑡) をサンプリングす

る場合，離散信号 𝑓[𝑛] は

    𝑓[𝑛] = 𝑓(𝑛𝑇𝑠) = 𝑓(𝑡)|𝑡=𝑛𝑇𝑠

のように表される．ここで， 𝑇𝑠 はサンプリング周期である．サンプリング定理より，連続信号をサンプリ

ングして離散信号を生成するときに，サンプリング周波数が連続信号の最大周波数の 2倍以上であれば，得

られた離散信号から元の連続信号を復元できる．

通常のサンプリングでは，入力信号の振幅が ADC の観測できる振幅の範囲を超えるとき，その信号はクリ

ッピングされる．クリッピングされた信号を 𝑓cl(𝑡) とすると，𝑓cl(𝑡) は

𝑓𝑐𝑙(𝑡) =
⎩{
⎨
{⎧𝜆 (𝑓(𝑡) > 𝜆)

𝑓(𝑡) (−𝜆 ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝜆)
−𝜆 (𝑓(𝑡) < −𝜆)

(2) 

のようになる．ただし，観測できる振幅の範囲を [−𝜆, 𝜆] とした（ 𝜆 > 0 ）．クリッピングのイメージを図

1 に示す．図 1 からわかるように，クリッピングが起こると，観測できる振幅の範囲を超えた部分の波形は

保存されない．よって，クリッピングが起こると，サンプリング定理の周波数の条件を満たした信号であっ

ても復元が不可能になる． 

2-2 剰余サンプリング
そこで，クリッピングを避けるために提案されたのが剰余サンプリング［1］である．剰余信号 𝑓𝜆[𝑛] は，

入力 𝑓(𝑡) に対して

𝑀𝜆(𝑓(𝑡)) = {(𝑓(𝑡) + 𝜆)mod2𝜆} − 𝜆 (3)
という演算を施した 𝑓𝜆(𝑡) = 𝑀𝜆(𝑓(𝑡)) をサンプリングすることで得られる［3］．演算 𝑀𝜆(⋅) は，入力信号

の振幅が [−𝜆, 𝜆) を超えたとき，剰余演算子を用いて信号を折りたたみ，信号の振幅を [−𝜆, 𝜆) に収める演

算となる．このとき，サンプリング後の信号 𝑓𝜆[𝑛] は，

𝑓𝜆[𝑛] = 𝑓𝜆(𝑛𝑇𝑠) (4)
と表せる．ここで，𝑇𝑠 はサンプリング周期である．

剰余サンプリングのイメージを図 2 に示す．図 2 より，剰余サンプリングではクリッピングが起こらず，

観測できる振幅の範囲を超えた部分の波形が保存されていることがわかる． 

図 1 クリッピング 
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剰余サンプリングでは折りたたみ後の信号をサンプリングするため，その結果から元の折りたたまれてい

ない信号を復元する必要がある．剰余信号 𝑓𝜆[𝑛] は既知であるため，元信号 𝑓 [𝑛] の復元は折りたたみ信号 

𝑧[𝑛]: = 𝑓𝜆[𝑛] − 𝑓 [𝑛] (⇔ 𝑓𝜆[𝑛] = 𝑓 [𝑛] + 𝑧[𝑛]) (5) 
を推定する問題に帰着できる．なお，剰余信号の定義より 

𝑓𝜆[𝑛] mod 2𝜆 = 𝑓 [𝑛] mod 2𝜆 (6) 
が成り立つので，𝑧[𝑛] は 𝜆 の偶数倍になる． 

3 剰余信号の復元に関する従来手法 

3-1 剰余サンプリングの性質 
剰余サンプリングで得られた離散信号から元の信号を復元する方法として，𝑧[𝑛] の一次差分のスパース性

を周波数領域において利用する手法である LASSO－𝐵2𝑅2 が提案されている［4］． 𝑧[𝑛] の一次差分の例と

して，ある信号に対して剰余サンプリングを行ったときの元信号 𝑓 [𝑛] ，折りたたみ信号 𝑧[𝑛] ，折りたたみ

信号の一次差分 𝑧[𝑛] をそれぞれ図 3, 4, 5 に示す． 

 

 

 

図 2 剰余サンプリング 

図 3 元信号 

図 4 折りたたみ信号 
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ここで 𝑧[𝑛] は 

𝑧[𝑛]: = 𝑧[𝑛] − 𝑧[𝑛 − 1] (7) 
と定義する．ただし，元信号と一次差分信号の長さが同じになるように，𝑧[−1] = 0 として一次差分を計算す

る．図 4,5からもわかるように，𝑧[𝑛] は前後で同じ値をとることが多いため， 𝑧[𝑛] は零成分の多いスパー

スな信号となる． 

LASSO－𝐵2𝑅2 では，𝑧[𝑛] のスパース性とともに剰余サンプリングの周波数領域での性質を利用する．剰

余信号の復元では，信号の最大周波数 𝜔𝑚 の 2倍よりサンプリング周波数 𝜔𝑠 を大きくとる必要がある．こ

れは，信号の折りたたみが起こることにより，剰余信号の周波数スペクトルが元信号の周波数の範囲外にも

生じるためである．元信号の最大周波数 𝜔𝑚 の 2倍とサ ンプリング周波数 𝜔𝑠 の比を剰余サンプリング係

数 OF = 𝜔𝑠
2𝜔𝑚

 と呼ぶ． 

雑音がないと仮定すると，元信号をサンプリングした離散信号 𝑓 [𝑛] の周波数スペクトルは [−𝜔𝑚, 𝜔𝑚] の
範囲に収まる． よって， 

𝐹 (𝑒𝑗𝜔𝑇𝑠) = 0 (𝜔𝑚 < |𝜔| < 𝜔𝑠/2) (8) 
が満たされる．ただし，各信号の離散時間フーリエ変換を， 

𝐹 (𝑒𝑗𝜔𝑇𝑠) = ∑  
𝑁−1

𝑛=0
 𝑓 [𝑛]𝑒

−𝑗𝜔𝑛𝑇𝑠
𝑁 (9) 

のように大文字で表記する．ここで，𝑁 は信号の長さを表す．一方，剰余サンプリングによって得られた離

散信号 𝑓𝜆[𝑛] は，𝑓 [𝑛] に折りたたみ信号 𝑧[𝑛] が加わったものである．そのため，𝑓𝜆[𝑛] の周波数スペクト

ルは [−𝜔𝑚, 𝜔𝑚] の範囲に加えて， [− 𝜔𝑠
2 , −𝜔𝑚] と [𝜔𝑚, 𝜔𝑠

2 ] の範囲にも存在する．具体的には，式 （5），（8）

より，剰余信号 𝑓𝜆[𝑛] の離散時間フーリエ変換 𝐹𝜆(𝑒𝑗𝜔𝑇𝑠) は 

𝐹𝜆(𝑒𝑗𝜔𝑇𝑠) = 𝑍(𝑒𝑗𝜔𝑇𝑠) (𝜔𝑚 < |𝜔| < 𝜔𝑠/2) (10) 
を満たす．ただし，𝑍(𝑒𝑗𝜔𝑇𝑠) は折りたたみ信号 𝑧[𝑛] の離散時間フーリエ変換である．よって，𝐹𝜆(𝑒𝑗𝜔𝑇𝑠) と 

𝑧[𝑛] の関係は 

𝐹𝜆(𝑒𝑗𝜔𝑇𝑠) = ∑  
𝑁−1

𝑛=0
 𝑧[𝑛]𝑒

−𝑗𝜔𝑛𝑇𝑠
𝑁  (𝜔𝑚 < |𝜔| < 𝜔𝑠/2) (11) 

となり，𝜔 = 2𝜋𝑘
𝑇𝑠

 と書き換えると 

𝐹𝜆(𝑒𝑗2𝜋𝑘) = ∑  
𝑁−1

𝑛=0
 𝑧[𝑛]𝑒

−𝑗2𝜋𝑘𝑛
𝑁  (2𝜋𝑘

𝑁
∈ ( 𝜋

OF
, 2𝜋 − 𝜋

OF
)) (12) 

となる． 𝑀 を 2𝜋𝑘
𝑁 ∈ ( 𝜋

OF , 2𝜋 − 𝜋
OF) を満たす 𝑘 の個数とし，そのような 𝑘 と対応する行のみからなる部

分離散フーリエ変換行列 𝑽 ∈ ℂ𝑀×𝑁 を考えると，その (𝑘, 𝑛) 成分は 𝑣𝑘,𝑛 = 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑛
𝑁  であり，式（12）は 

𝑭𝜆 = 𝑽𝒛 (13) 

図 5 折りたたみ信号の一次差分 
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と書ける．ここで， 𝑭𝜆 ∈ ℂ𝑀 は剰余信号 𝑓𝜆[𝑛] の離散時間フーリエ変換のうち 𝑽  に対応する成分を並べ

たベクトル， 𝒛 ∈ ℝ𝑁 は折りたたみ信号 𝑧[𝑛] を並べたベクトルである． 

上記の議論は信号の一次差分に対しても同様に成り立つ．信号 𝑓 [𝑛] の一次差分 𝑓 [𝑛] を 𝑓 [𝑛]: = 𝑓 [𝑛] −

𝑓 [𝑛 − 1] ，剰余信号 𝑓𝜆[𝑛] の一次差分を 𝑓𝜆[𝑛]: = 𝑓𝜆[𝑛] − 𝑓𝜆[𝑛 − 1] と定義すると，式（5）の両辺の一次差分

をとった式は 

𝑓𝜆[𝑛] = 𝑓 [𝑛] + 𝑧[𝑛] (14) 

となる．このとき，𝑓 [𝑛] は 𝑓 [𝑛] と同様に帯域制限されるので， 

𝑭𝜆 = 𝑽 𝒛 (15) 
も成り立つ． 

 

3-2 ISTAを用いた剰余信号の復元 
LASSO－𝐵2𝑅2 では，まず式（15）と 𝒛 のスパース性を用いて 𝒛 の推定を行う．その結果の累積和をと

ることで 𝒛 を求め，式（5）に基づいて元の信号 𝑓 [𝑛] を復元する．ただし 𝑭𝜆 や 𝑽  の成分は複素数であ

るため，実数領域での復元アルゴリズムを構成できるように本稿では式（15）を実数領域の式へ書き換えて

考える． 𝑭𝜆 や 𝑽  の実部と虚部をそれぞれ並べた行列 

𝑭𝜆 = [
Re𝑭𝜆

Im𝑭𝜆
] , 𝑽 = [Re𝑽

Im𝑽
] (16) 

を用いて式（15）を書き直すと， 

𝑭𝜆 = 𝑽 𝒛 (17) 
となる． 

 𝒛 の推定では，スパースな未知ベクトルの推定手法である LASSO［7］，［8］に基づいて最適化問題 

minimize𝒛∈ℝ𝑁 {1
2 ∥𝑭𝜆 − 𝑽 𝒛∥2

2 + 𝛾‖𝒛‖1} (18) 

を解く．式（18）の第一項は観測値 𝑭𝜆 と 𝑽 𝒛 の差であり，第二項は 𝑧 のスパース性を活用するための正

則化項である． 𝛾 （ > 0 ）は正則化項の重みを表すパラメータである． 

式（18）の最適化問題に対して ISTA（Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm）［7］，［9］を用い

ることで得られる復元アルゴリズムを Algorithm 1 に示す．ISTA は， 

𝒛(𝑖+1) = 𝑆𝛾𝜏 (𝒛(𝑖) − 𝜏𝑽 ⊤(𝑽 𝒛(𝑖) − 𝑭𝜆)) (19) 

を繰り返すことによって最終的な推定値を得るアルゴリズムで ある．ここで，𝑖 は反復のインデックスを表

す．また，𝑆𝛾𝜏 は ソフト閾値関数であり， 

𝑆𝛾𝜏(𝑥) = sign(𝑥)max(|𝑥| − 𝛾𝜏 , 0) (20) 
と定義される．ベクトルが入力になるときは，成分ごとに式（20）の関数を作用させる．また，𝜏 はステッ

プサイズと呼ばれるパラメータである．［4］では，𝜏 = 1
‖𝑽 ‖2

2 および 𝛾 = 0.1∥𝑽 ⊤𝑭𝜆∥∞ としている． 

式（19）を反復することで 𝒛 の推定値が求まるが，𝒛 は 𝜆 の偶数倍の値しかとらないため， 

⌈
⌊𝒛/𝜆⌋

2 ⌉ ⋅ 2𝜆 (21) 

と丸めたものを最終的な 𝒛 の推定値とする． 𝒛 の各成分は， 𝑧[−1] = 0 としていることから 𝑧[0] =
𝑧[0], 𝑧[1] = 𝑧[0] + 𝑧[1] ， …, 𝑧[𝑁 − 1] = 𝑧[𝑁 − 2] + 𝑧[𝑁 − 1] のように順番に求められる．Algorithm 1 では，

この操作を cumsum(𝒛) で表している．また，𝒛(𝑖) の初期値 𝒛(0) は，［7］では平均 0 ，分散 1 の正規分布

に従う乱数としている． 
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4 提案復元手法 

4-1 制約付き SSR最適化 
剰余サンプリングによって得られた折りたたみ信号の一次差分 𝒛 の各成分は，𝜆 の偶数倍の離散的な値

しかとらず，そのほ とんどが 0,±2𝜆 となる．また，𝒛 の要素の合計は， 

∑  
𝑁−1

𝑛=0
 𝑧[𝑛]= ∑  

𝑁−1

𝑛=0
 𝑧[𝑛] − ∑  

𝑁−1

𝑛=0
 𝑧[𝑛 − 1]

= 𝑧[𝑁 − 1] − 𝑧[−1] (22)

 

となる．［10］と同様に元信号が有限エネルギー信号であることを仮定すると，有限エネルギー信号の時間領

域減衰特性より， lim
𝑡→∞

 𝑓(𝑡) = 0 が導ける．このことから，元信号の終端が折りたたまれていない，つまり 

[−𝜆, 𝜆] の範囲内にあることを仮定すると，𝑧[𝑁 − 1] = 0 となる．また，𝑧[−1] = 0 としているため，終端が

折りたたまれていないという仮定のもとでは 

∑  𝑁−1
𝑛=0  𝑧[𝑛] = 0 (23)

となり，𝒛 の要素の合計が 0 になることがわかる．しかし，従来の手法では，𝒛 の成分に 0 が多いという

情報しか用いておらず，𝒛 の成分の離散性や 𝒛 の成分の総和が 0 になるという性質を考慮していない． 

本研究では，これらの事前情報を活用した 𝒛 の復元手法として，離散値ベクトルの復元のための SSR 最

適化問題［5］のアイデアを応用した制約付き SSR最適化を提案する．SSR最適化問題で提案されている正則

化項と，事前情報を用いた制約を用いて 𝒛 の推定問題を定式化すると， 

minimize𝒛∈ℝ𝑁 {
1
2 ∥𝑭𝜆 − 𝑽 𝒛∥2

2 + ∑  
3

𝑙=1
  𝑞𝑙ℎ𝑙(𝒛 − 𝑟𝑙𝟏)} (24) 

                        subject to 𝟏⊤𝒛 = 0 
となる．ここで，関数 ℎ𝑙(⋅) はスパース正則化の関数であり， ℎ𝑙(⋅) の近接写像は効率的に計算できるもの
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とする．𝑟𝑙 は 𝒛 の要素がとりうる値であり，差分の多くは 0 か ±2𝜆 になることから，今回は 𝑟1 = 0, 𝑟2 =
2𝜆, 𝑟3 = −2𝜆 とする． 𝑞𝑙 は各正則化項に対する重みを表す．従来の手法では，𝒛 のスパース性に注目して

いるため正則化項は ℎ𝑙(𝒛) のみを用いていたが，提案手法では 𝒛 の離散性も活用するため正則化項として 

ℎ𝑙(𝒛 − 𝑟𝑙𝟏) の和を用いる．これにより，𝒛 − 𝑟𝑙𝟏 がいくつかの零成分を持つという性質を活用する．制約条

件の 𝟏⊤𝒛 = 0 は，式（23）に基づく制約を表している． 

 

4-2 制約付き SSR最適化の ADMMによる解法 
式（24）の最適化問題に対する ADMM［11］に基づくアルゴリズムを導出する．まず，制約条件を目的関数

へ移動させて ADMMを適用できる形にするため，閉凸集合を 

𝐶: = {𝒛 ∣ 𝟏⊤𝒛 = 0} (25) 
と定義し指示関数 

𝜄𝐶(𝒛) = {
0 (𝒛 ∈ 𝐶)
∞ (𝒛 ∉ 𝐶) (26) 

を導入する．指示関数を用いると，式（24）は 

minimize
𝒛∈ℝ𝑁

{
1
2 ∥𝑭𝜆 − 𝑽 𝒛∥2

2 + ∑  
3

𝑙=1
  𝑞𝑙ℎ𝑙(𝒛 − 𝑟𝑙𝟏) + 𝜄𝐶(𝒛)} (27) 

のように書き換えられる．次に，式（27）を新たな変数 𝒖1,… , 𝒖4 を用いて 

minimize
𝒛,𝒖𝑙∈ℝ𝑁

{1
2 ∥𝑭𝜆 − 𝑽 𝒛∥2

2 + ∑  
3

𝑙=1
  𝑞𝑙ℎ𝑙(𝒖𝑙 − 𝑟𝑙𝟏) + 𝜄𝐶(𝒖4)}   subject to    𝒛 = 𝒖𝑙(𝑙 = 1,… ,4)(28) 

のように変形する．さらに 𝒖 = [𝒖1
⊤ ⋯ 𝒖4

⊤]⊤ ∈ ℝ4𝑁  ，  𝚽 = [𝑰𝑁 𝑰𝑁 𝑰𝑁 𝑰𝑁 ]⊤, 𝑓(𝒛) = 1
2 ∥𝑭𝜆 −

𝑽 𝒛∥2
2, 𝑔(𝒖) = ∑  3

𝑙=1 𝑞𝑙ℎ𝑙(𝒖𝑙 − 𝑟𝑙𝟏) + 𝜄𝐶(𝒖4) と置くと， 

minimize𝒛∈ℝ𝑁,𝒖∈ℝ4𝑁{𝑓(𝒛) + 𝑔(𝒖)}  subject to  𝚽𝒛 = 𝒖 (29) 
となり，ADMMを適用できる形になる．式（29）に対する ADMM の反復式は 

𝒛(𝑖+1) = arg min
𝒛∈ℝ𝑁

{𝑓(𝒛) +
𝜌
2 ∥𝚽𝒛 − 𝒖(𝑖) + 𝒚(𝑖)∥2

2} (30)

𝒖(𝑖+1) = prox1
𝜌𝑔(𝚽𝒛(𝑖+1) + 𝒚(𝑖)) (31)

𝒚(𝑖+1) = 𝒚(𝑖) + 𝚽𝒛(𝑖+1) − 𝒖(𝑖+1) (32)

 

となる．ここで，𝜌 は ADMM のパラメータであり， 𝒚(𝑖) ∈ ℝ4𝑁 である． 

式（30）の更新式を導出するため， 

𝜕
𝜕𝒛 {𝑓(𝒛) + 𝜌

2 ∥𝚽𝒛 − 𝒖(𝑖) + 𝒚(𝑖)∥2
2} = 0 (33) 

を 𝒛 について解くと， 

𝒛(𝑖+1) = (4𝜌𝑰𝑁 + 𝑽 ⊤𝑽 )−1 (𝜌 ∑  
4

𝑙=1
 (𝒖𝑙

(𝑖) − 𝒚𝑙
(𝑖)) + 𝑽 ⊤𝑭𝜆) (34) 

となる．ここで 𝒖𝑙
(𝑖), 𝒚𝑙

(𝑖) ∈ ℝ𝑁 はそれぞれ 𝒖(𝑖), 𝒚(𝑖) の 𝑙 番目の部分ベクトルを表す． 

また，式（31）の更新式は，一般に関数 𝜓(𝒙) = 𝜙(𝒙 − 𝒛) の近接写像が prox𝜓(𝒙) = 𝒛 + prox𝜙(𝒙 − 𝒛) と

なるという近接写像の並行移動に関する性質［12］を用いて， 
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𝒖(𝑖+1) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝑟1𝟏 + prox 𝑞1ℎ1

𝜌 (𝒛(𝑖+1) + 𝒚1
(𝑖) − 𝑟1𝟏)

𝑟2𝟏 + prox 𝑞2ℎ2
𝜌 (𝒛(𝑖+1) + 𝒚2

(𝑖) − 𝑟2𝟏)

𝑟3𝟏 + prox𝑞3
𝜌 ℎ3

(𝒛(𝑖+1) + 𝒚3
(𝑖) − 𝑟3𝟏)

prox 1
𝜌𝜄𝐶

(𝒛(𝑖+1) + 𝒚4
(𝑖)) ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(35) 

と書ける．例えば，ℎ𝑙(⋅) として ‖ ⋅ ‖1 を用いる場合は，近接写像 prox𝜏‖⋅‖1
(⋅) (𝜏 > 0) は式（20）のソフト閾

値関数を用いた処理 

𝑆𝜏(𝑥) = sign(𝑥)max(|𝑥| − 𝜏 , 0) (36) 
を要素ごとに作用させたものになる．また，式（35）の最後の指示関数の近接写像は 

prox1
𝜌

′
𝐶
(𝒙) = arg min

𝒚∈ℝ𝑁
{

𝜌
2 ‖𝒙 − 𝒚‖2}

 subject to 𝟏⊤𝒚 = 0
(37) 

と書ける．式（37）をラグランジュの未定乗数法で解くことにより， 

prox1
𝜌𝜄𝐶

(𝒙) = (𝑰𝑁 − 1
𝑁

𝟏𝟏⊤) 𝒙 (38) 

が得られる． 

制約付き SSR 最適化に基づく提案復元アルゴリズムを Algorithm 2 に示す． 

 

 

5 計算機シミュレーション 

5-1 シミュレーション設定 
最大周波数 1/𝑇𝑠 × 1/OF ，最大振幅が 1 のランダムな信号に幅 𝜆 での剰余サンプリングを行い，その

結果から元の信号を復元した際の精度を評価する．また，信号には各 SNR（Signal to Noise Ratio：信号対
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雑音比）に基づいて生成した平均 0 のガ ウス雑音信号を付加する．このノイズ付加信号に対する復元を 

250 回行い，元信号と復元信号の NMSE 

𝑁𝑀𝑆𝐸 = ‖𝒇 − 𝒇est ‖2
2

‖𝒇‖2
2 (39) 

の平均を評価する．信号やアルゴリズムのパラメータの値は 𝜆 = 0.25, 𝑁 = 1024, 𝑇𝑠 = 0.01,maxItr =

150, 𝑞1 = 40
3  ， 𝑞2 = 10

3 , 𝑞3 = 10
3 , 𝜌 = 20 とした．また，シミュレーションではスパース正則化項として ℓ1 ノ

ルムを用いる． 

 

5-2 シミュレーション結果 
まず， OF = 4,6 にそれぞれ固定し， SNR を 0 ∼ 35 dB にそれぞれ変更したときの復元結果の NMSEを

図 6，7に示す．図 6，7より，SNRが 15 dB 付近より大きいとき，つまり，ノイズが小さいときに NMSE の

値は提案手法の方が小さくなる．これは，新しく加えた正則化項や制約が機能した結果であると考えられる．

しかし， OF = 4 のときに比べて， OF = 6 のときは従来手法と提案手法の NMSE の値の差が小さい． 

 

 

 

 

 

 

どのような OFで提案手法の復元精度が従来手法よりも高いのかを調べるため，SNR＝ 20 dB に固定して 

図 6 OF = 4 のときの復元精度 

図 7 OF = 6 のときの復元精度 
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OF を 3 ∼ 8 とした場合の NMSEを図 8 に示す．図 8 より，この場合は OF が 4 から 6 の範囲で提案手

法の NMSEの値の方が小さくなり，優れた復元精度を達成していることがわかる． 

 
 

6 まとめ 

本研究では，剰余サンプリングからの信号の復元において，剰余信号に関する制約と離散性を活用した最

適化問題を提案した．また，ADMM に基づく復元アルゴリズムを導出した．計算機シミュレーションにより，

提案手法の復元精度は SNRが 15 dBより大きく OFが 4から 6の範囲で従来の手法より優れていることがわ

かった． 
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