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1 はじめに 

1-1 研究背景 
 

空間的に離れた場所へ必要な情報を電気的な信号に変換して伝える電気通信には，その長短は伝送媒体(電

気，電波，光など)に依存するが，伝送遅延が伴うことは自明であろう．この伝送遅延は，通信の品質を下げ

るだけなく，電気通信を制御系に含むシステムの安定性を損なう要因として知られている．そこで，従来の

工学システムでは，この不要な伝送遅延の影響をなるべく小さくするため，高速な通信デバイスの開発や，

動作が速い通信媒体の提案が行われてきた． 

工学システムでは排除すべきと考えられてきた伝送遅延を，従来とは全く逆の発想で，システムの安定性

の向上に活用できないであろうか？ 特に，最近では，クラウドシステムなど，空間的に広がりを持つ大規模

システムのサブシステム間の通信に，インターネットで代表されるデジタル通信を使用する場合が多数を占

めている．そこで，このデジタル通信ネットワークを介した大規模化な制御対象が，信号の伝送遅延を有効

活用することで，安定性は強化できないであろうか？ 

工学分野とは離れて，非線形学分野では，自発的に振動を呈する複数の発振器(自励発振器)を相互に作用

させることで生じる極めて多種多様な非線形現象が，精力的に研究されている [1]．相互作用によって誘発

される現象の 1 つとして知られている「振動停止現象」は，自励発振器に拡散的な結合を施すことによって，

結果的に発振器の有する不安定平衡点が安定化されることを指す[2,3]．しかしながら，ほぼ同じ発振周波数

を持つ発振器を結合させても，振動停止現象は発生しない． 

結合された複数の発振器の相互作用に要する伝送遅延が，システム全体の安定性に大きく関与することが，

近年，明らかになってきており，研究が精力的に行われている [4]．この伝送遅延は，ほぼ同じ周波数を持

つ発振器を結合した場合，振動停止現象を誘発する [5]．この現象は，正に，伝送遅延がシステム全体の安

定性強化に貢献している．この特性を利用した工学システムが，提案されつつある．具体的には，直流マイ

クログリッドシステムにおけるバス電圧の安定化 [6]，永久磁石同期モータの動作点の安定化 [7]，熱音響

機器の不要な振動の除去 [8]などが，工学的応用の例として注目されている．この他にも，伝送遅延に誘発

される振動停止現象の理論的な検討は精力的に実施されている [9,10]．しかしながら，振動停止現象に関す

る先行研究の大半は，各発振器が，常微分方程式で記述される連続時間力学系の場合のみを検討している．

ここに，伝送遅延が加わると，システム全体の次元は無限大となる．したがって，その安定性解析には，通

常の安定性判別法などが利用できず，困難が伴う．ここで，デジタル通信ネットワークを介した大規模化な

システムについて考えよう．デジタル通信では，時間的に連続な信号を，サンプルアンドホールドにより，

離散時間信号に変換して，利用する．すなわち，連続時間力学系の発振器をデジタル信号で相互作用させる

ことで，システム全体は離散時間力学系に帰着され，伝送遅延が生じていても，システム全体の次元は有限

となり，安定性判別も既存の手法をそのまま利用できる． 

 

1-2 離散時間力学系における振動停止現象 
 

差分方程式(離散写像)で記述される離散時間力学系を発振器に，伝送遅延を施して誘発される振動停止現

象が，2003 年に初めて観測された [11]．この先行研究では，一対の高次元写像に生じる振動停止現象の解

析が行われている．その結果，写像がある条件を満たすと，いかなる相互作用を施しても，振動停止現象は

生じないことが証明された．その後，同じ長さの結合遅延を持つ 1 次元写像から構成されるネットワーク

[12]，異なる長さの結合遅延を持つ 1 次元写像から構成されるネットワーク [13,14,15]，同じ長さの結合

遅延を持つ環状結合高次元写像ネットワーク [16]，における振動停止現象も解析的に調査が進められている．
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しかしながら，上記の先行研究をより一般的に拡張した「遅延結合された高次元写像ネットワーク」に誘発

される振動停止現象については，数学的な扱いが難しいため，全く手が付けられていない．本研究では，シ

ステム制御理論におけるロバスト安定論を駆使し，この困難さを打破する．具体的には，以下のような問題

に取り組む． 

 

■ 振動停止現象を誘発する相互作用のパラメータの系統的な設計 

■ 振動停止現象が誘発されるメカニズムを分岐理論で解明 

 

本研究の成果が幅広い分野で応用されることを期待し，本研究は，発振器を特定せず，一般的な高次元非線

形写像を扱う．  

2 遅延結合写像ネットワーク 

2-1 数理モデル 
 

本研究では，離散時間力学系で記述される遅延結合写像ネットワーク 

 

 

 

を扱う．非線形関数  は少なくとも１つの不安定平衡点             を持つ．各写像は， 

 

 
 

で結合されている．この結合信号には，結合強度 𝑘𝑘 ，遅延時間 𝜏𝜏 ，結合の有無を示す 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 が存在する．このネ

ットワークには，空間的に一様な平衡状態 

 

 

 

が存在する．各写像に結合が施されていない場合，この状態は不安定であり，各写像では振動が観察される．

結合が施されても，この平衡状態の位置に変化はないが，安定性は，結合強度 𝑘𝑘 ，遅延時間 𝜏𝜏，結合の有無

を示す 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖  に依存する．この平衡状態が安定化し，各写像の振動が停止することを，「振動停止現象」と呼ぶ．

この現象を誘発するには結合強度 𝑘𝑘 と遅延時間 𝜏𝜏 をどのように設定すればよいのか？という設計問題を，本

研究の調査対象とする． 

 

2-2 安定性解析 
 

平衡状態の安定性は，平衡状態近傍の線形ダイナミクス 

 

 

 

の安定性と等価である．ただし， は平衡状態からの摂動である．ここでヤコビ行列

は， で与えられる．線形ダイナミクスは， 
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と記述できる．ただし， 

 

 

 

とする． 

  上記の線形ダイナミクスの特性多項式は，以下の通りである． 

 

 
 

ここで，行列        は対角化できる [17,18]．また，この行列の固有値 

 

 

 

は，上記のような条件を満足している．この固有値の数と値は，写像の個数とネットワークのトポロジーに

依存している．ただし，いかなる場合も，上記の条件を破ることはない．この対角化により，上記の特性方

程式は， 

 

 

 
 

と簡単化される．ここで，𝑑𝑑(𝑧𝑧),𝑛𝑛(𝑧𝑧) は 

 

 

 

で与えられる．なお，上記の特性方程式の安定性は，下記の特性方程式 

 

 

 
 

の安定性と等価である．このことは，以下のことを意味する 

 

【一様な平衡状態は，𝑁𝑁 個の特性方程式   の全ての根が単位円内に存在

するとき，そのときに限り，安定となる】 

 

本研究では，この特性式の安定性を詳細に調べ，結合強度 𝑘𝑘 と遅延時間 𝜏𝜏 の設計手順を示し，さらに，安定

化へ至るメカニズムを解析する． 
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3 不安定条件と設計手順の導出 

3-1 不安定条件 
 

  本節では，上記の一様な平衡状態が安定化しない十分条件を示す．まずは，以下の補題を得た． 

 

【補題 1】結合遅延が 𝜏𝜏 = 0 のとき，結合写像系が有する平衡状態は，ネットワーク構造や結合強度に関

係なく，必ず不安定であり，振動停止現象は生じない.  

 

【証  明】 

  𝜌𝜌 = 0 における特性多項式は以下の通りである． 

 

 
 

結合遅延が 𝜏𝜏 = 0 のとき，この特性式は 𝑑𝑑(𝑧𝑧) となる．この 𝑑𝑑(𝑧𝑧) は不安定なヤコビ行列 𝑨𝑨 の特性式であ

るため， 𝑑𝑑(𝑧𝑧) はネットワーク構造や結合強度に関係なく不安定である．すなわち，結合遅延がゼロの場合，

 𝑔𝑔(𝑧𝑧, 0) = 𝑑𝑑(𝑧𝑧) を含んだ 𝐺𝐺(𝑧𝑧) は，不安定となる．                                        (証明終了) 

 

【補題 2】ヤコビ行列 𝑨𝑨 が 1 より大きい実固有値を奇数個持つ(奇数条件)とき，結合写像系が有する平衡

状態は，ネットワーク構造，結合強度，遅延時間に関係なく，必ず不安定であり，振動停止現象は生じない.  

 

【証  明】 

𝜌𝜌 = 0 における特性多項式は以下の通りである． 

 

 
 

ここで，𝑧𝑧 = 1 では，𝑔𝑔(1,0) = 𝑑𝑑(𝑧𝑧) となり，ネットワーク構造，結合強度，結合遅延に関係しないことに注

意してほしい．今， lim
𝑧𝑧→∞

𝑔𝑔(𝑧𝑧, 0) = +∞ が成立し，かつ 𝑑𝑑(1)  <  0 であれば，𝑑𝑑(𝑧𝑧) = 0 に，1 より大きい奇

数個の実根が存在する．このことより，ヤコビ行列が 1 より大きい奇数個の固有値を持てば，𝑔𝑔(𝑧𝑧, 0) = 0 は
少なくとも，１より大きい実根を持つ．                                                    (証明終了) 

 

3-2 設計手順 
 

  本節は，結合強度，結合遅延の設計手順を与える．まず，セグメント多項式 

 

 
 

の安定性について考える．�̅�𝜌  ≤  2 は，最大固有値 𝜌𝜌𝑁𝑁 の上限値とする．固有値の数と大きさは，写像の個数

とネットワーク構造によって決定される．したがって，上記のセグメント多項式が安定であれば，写像の個

数やネットワークの構造に影響されないロバストな安定性が保証できる．そこで，本研究では，このセグメ

ント多項式を安定とする結合強度と結合遅延の設計を試みる．このセグメント多項式は， 

 

 

 
 

と書くことができる．次に示す 3条件が成立していれば，このセグメント多項式は安定と判断される [19]．  

  (a) 𝑔𝑔(𝑧𝑧, 0):安定 

  (b) 𝑔𝑔(𝑧𝑧, �̅�𝜌):安定 
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  (c) 𝑔𝑔�(𝑧𝑧):実凸方向 

上記の(a),(b)は，既存の安定判別法で確認できる [20]．ただし，(c)の判別はそれほど簡単ではない．そ

こで，(c)の判別について検討する．まず，𝑔𝑔�(𝑧𝑧) は 

 

 
 

と書ける．この多項式と実凸方向の特性式から，次の補題が導ける． 

 

【補題 3】𝜃𝜃 ∈ (0,𝜋𝜋) において 

 

 

 

 

が成立していれば，𝑔𝑔�(𝑧𝑧) は実凸方向である.  

 

【証  明】 省略  

 

上記の 𝑛𝑛(𝑧𝑧) には，結合強度と結合遅延の情報が含まれていない．したがって，実凸方向性は，結合強度と

結合遅延に関係ないことがわかる．ここまでの結果を以下の定理でまとめる．  

 

【定理 1】まず，以下の条件が全て成立していると仮定する． 

 𝑨𝑨 は奇数制約を満たしていない． 

 非線形写像は 2 次元以上である． 

 𝑛𝑛(𝑧𝑧) が補題 3を満足している. 

条件(a)(b) を成立させる結合強度と結合遅延であれば，平衡状態は，ρ𝑁𝑁 ≤ �̅�𝜌 条件下のいかなるネットワー

ク構造であっても，安定となる． 

 

【証  明】 省略  

 

3-3 数値例 
 

  本節は，これまでに得られた解析的な成果を，数値シミュレーションで検証していく． 非線形写像として，

以下の遅延ロジスティック写像を採用しよう．  

 

 
 

𝑝𝑝 = 2.1 はパラメータである.ヤコビ行列は 

 

, 

 

であり，これらから， 

 

 
 

が得られる．今，�̅�𝜌 = 1.75 に設定し，設計問題に取り組む．まず， 𝑑𝑑(𝑧𝑧) = 0 の根 𝑧𝑧 = 0.5 ±  𝑗𝑗 √3.4  /2 を
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得た.次に， 𝑛𝑛𝑟𝑟(𝜃𝜃) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃 − 1 と 𝑛𝑛𝑖𝑖(𝜃𝜃) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑛𝑛 𝜃𝜃 を算出し，これらを補題 3 の不等式に代入すると，この不

等式は 1/2 ≤  1 となることから，実凸方向が確認できる．最後に，𝑔𝑔(𝑧𝑧, 0) と𝑔𝑔(𝑧𝑧, �̅�𝜌) が安定となる𝑘𝑘 = 0.38 
と 𝜏𝜏 = 3 を設定する． 

  上記で設計した結合強度と結合遅延を，7 個の遅延ロジスティック写像を結合した 2 種類のネットワーク

(i)(ii)に適用する．ネットワーク構造 (i)では 𝜌𝜌7 = 1.7327，ネットワーク構造 (ii)では 𝜌𝜌7 = 1.8794 と
なる．数値シミュレーションによって，ネットワーク構造 (i) では振動停止現象が生じていることを確認し

たが，ネットワーク構造(ii)ではできなかった．これらの結果は，本研究の設計が正しいことを裏付けてい

る．なお，詳しいことは参考資料を参照して欲しい． 

 

4 振動停止に至るルートの解明 

   

  本章では，4 個の遅延ロジスティック写像を結合したネットワークを構築した．写像のパラメータ等は，

3.3節と同じものを用いた．また，結合遅延は 𝜏𝜏 = 1 に固定する．この場合，固有値は 𝜌𝜌1 = 0, 𝜌𝜌2 = 1,𝜌𝜌3 =
4/3,𝜌𝜌4 = 5/3 である．安定化へ至るルートを明らかにするため，4個の特性方程式 𝑔𝑔(𝑧𝑧,𝜌𝜌𝑞𝑞) = 0  (𝑞𝑞 = 1, … , 4)
それぞれについて，結合強度をゼロから変化させ，根軌跡を計算した． 

  結合強度がゼロの時，4個の特性方程式の根は，ヤコビ行列 𝑨𝑨 の固有値 0.5000 ±  𝑗𝑗0.9220 と合致してい

る．結合強度を 0 から 2.5 へ増加させる．𝑘𝑘 = 0.09993 で，𝑔𝑔(𝑧𝑧, 1) = 0 の複素共役根が単位円を内側へ横

切り，Neimark-Sacker（NS）分岐が生じる．さらに増加させると， 𝑘𝑘 = 0.09995 で，𝑔𝑔(𝑧𝑧, 0) = 0 の複素共

役根が単位円を内側へ横切り，再び Neimark-Sacker（NS）分岐が生じる．さらに増加させると，𝑔𝑔(𝑧𝑧, 4/3) = 0 
の複素共役根は 𝑘𝑘 = 0.10489で，𝑔𝑔(𝑧𝑧, 5/3) = 0の複素共役根は 𝑘𝑘 = 0.11459 で単位円を内側へ横切り，NS分

岐が繰り返し生じる．このように，結合強度をゼロから増加させると，NS分岐が 4回繰り返さられ，最終的

には，振動停止現象が生じる．振動停止が生じた後も，さらに増加させると，𝑔𝑔(𝑧𝑧, 0) = 0 の根の１つが， 𝑘𝑘 =
0.77500で，単位円の -1 を外側へ横切る Subcritical Period-doubling（PD）分岐によって，平衡点は不

安定化し，振動停止現象は消滅する． 

  上記のようなアプローチを，離散 Prey-Predator 写像とエノン写像にも行った．その結果，離散

Prey-Predator写像では，結合強度の増加に伴い，NS分岐が連続して 4回生じ，振動停止現象が発生した．

さらに，増加すると，𝑔𝑔(𝑧𝑧, 5/3) = 0 の複素共役な根が単位円を内から外へ横切り，NS 分岐によって平衡点

が不安定化し，振動停止現象は消滅する．また，エノン写像では，結合強度をゼロから減少させていくと， PD

分岐が連続して 4回生じ，振動停止現象が発生した．さらに減少させると，𝑘𝑘 = −0.84640 で，𝑔𝑔(𝑧𝑧, 5/3) = 0 
の根が単位円上の 1を外側へ横切る Transcritical（TC）分岐が生じ，振動停止現象は消滅した． 

 

5 まとめ 

   

  本研究では，数学的には取り扱いが難しかった遅延結合高次元写像ネットワークにおいて，システム制御

理論におけるロバスト安定論を駆使することで，振動停止現象を誘発する相互作用のパラメータの系統的な

設計手法の提案や，誘発されるメカニズムを分岐理論で解明した．設計に関しては，従来，多数の試行錯誤

が必要であったが，本研究成果により，試行錯誤に必要な負担を抑えることができた．また，誘発へのメカ

ニズムは，同じ種類の分岐が，写像の個数だけ繰り返されていることがわかった．しかしながら，どのよう

な写像でも，この繰り返しが生じるのか否かは，今のところ証明されていない．  
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